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Un premier visage de Camille Jordan se dessine ci-dessus a` l’aˆge de 17 ans
auquel notre he´ros inte`gre l’E´cole polytechnique (1855). Cet article est principa-
lement consacre´ a` la premie`re de´cennie de travaux de ce mathe´maticien, c’est-
a`-dire a` la pe´riode se´parant la soutenance en 1860 par Jordan de sa premie`re
the`se d’alge`bre et la parution en 1870 du ce´le`bre Traite´ des substitutions et des
e´quations alge´briques, second he´ros de cet article.
Comme nous allons le voir, le visage du jeune Jordan nous pre´sente diffe´rentes
facettes qu’il nous faudra scruter avec attention afin de restituer l’originalite´ des
approches de´veloppe´es par le mathe´maticien dans son Traite´.
D’un point de vue institutionnel, Jordan poursuit une carrie`re classique de
savant du XIXe sie`cle : issu de la bourgeoisie lyonnaise, il inte`gre l’E´cole poly-
technique puis de´bute ses travaux mathe´matiques en paralle`le de ses fonctions
d’inge´nieurs des mines. 1
1. Pour une notice biographique sur Jordan, voir notamment : LEBESGUE (Henri), Notices
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A partir de la fin des anne´es 1870, Jordan se voit confie´ les principales
cle´s des institutions mathe´matiques en France : nomme´ Professeur d’Analyse
a` l’E´cole polytechnique en 1876, e´lu a` l’Acade´mie des sciences en 1881, puis
nomme´ Professeur au Colle`ge de France en 1883.
Jordan est e´galement ce´le`bre pour son Cours d’Analyse de l’E´cole polytech-
nique dont le premier volume paraˆıt en 1882. 2
Archives de l’E´cole polytechnique.
On peut l’apercevoir ci-dessus, croque´ dans la force de l’aˆge par un e´le`ve
de l’E´cole polytechnique : trac¸ant a` la craie des successions d’inte´grales ; cari-
cature´ reproduisant une faute d’impression de son Cours d’Analyse : ”je crois
que j’ai fait une petite faute de calcul” ; prenant le temps de la re´flexion en
vidant un verre d’eau sucre´e : ”nous allons faire un petit changement de va-
riable” ; de´ambulant sur l’estrade ; puis, chiffon a` la main : ”nous reprendrons
d’histoire des mathe´matiques. Notice sur la vie et les travaux de Camille Jordan, L’enseigne-
ment mathe´matique (1923), p. 40-49.
2. Voir a` ce sujet GISPERT (He´le`ne), Camille Jordan et les fondements de l’analyse :
Comparaison de la 1e`re e´dition (1882-1887) et de la 2e`me (1893) de son cours d’analyse de
l’Ecole polytechnique, The`se de doctorat, Orsay : 1982.
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cette question la prochaine fois”. Jordan e´tait visiblement appre´cie´ des e´le`ves
polytechniciens qui ont baptise´ de son nom le verre d’eau sucre´e du professeur.
Testard, E´. (ed). L’Argot de L’X,
Paris : Albert-Le´vy et G. Pinet, 1894, p. 178.
De 1885 a` sa mort en 1922, Jordan e´tait e´galement directeur du Journal de
6
mathe´matiques pures et applique´es, l’un des principaux journaux de recherche
mathe´matique de l’e´poque. 3
A premie`re vue, notre he´ros semble donc parfaitement en prise avec l’orga-
nisation institutionnelle des sciences mathe´matiques de son temps. Pourtant,
Jordan a souvent e´te´ conside´re´ comme ”travaillant dans une solitude presque
totale”,[16] isole´ sur la sce`ne mathe´matique franc¸aise et meˆme ”presque alle-
mand”. 4
Brosser un portrait de Camille Jordan pose donc le proble`me de la restitu-
tion des dimensions collectives dans lesquelles saisir la cre´ation mathe´matique
individuelle. Jordan e´tait-il re´ellement isole´ ? Dans le cas contraire, dans quels
cadres collectifs ses travaux se situaient-ils ?
Afin d’aborder ce proble`me, il est ne´cessaire d’e´tudier a` la fois les espaces
sociaux dans lesquels se situent les mathe´matiques et les organisations collectives
des savoirs en the´ories ou disciplines. Comme nous allons le voir, la pre´sentation
de Jordan comme savant isole´ participe d’un portrait qui a souvent force´ le trait
sur le de´veloppement de la ”the´orie des groupes”, de la ”the´orie de Galois”
et plus ge´ne´ralement de l’”alge`bre”. Or aucune de ces cate´gories n’est stable
historiquement ; il faut donc en restituer les significations varie´es dans diffe´rents
temps et espaces.
Nous allons envisager ces questions en prenant a` la fois pour he´ros un
mathe´maticien, Jordan, et un texte mathe´matique, le Traite´ des substitutions 5
et des e´quations alge´briques.
Ce texte a e´te´ conc¸u afin de permettre diffe´rents niveaux de lectures : des
comple´ments mathe´matiques peuvent eˆtre obtenus en cliquant sur les termes
colore´s en bleu, des citations peuvent eˆtre de´roule´es en cliquant sur les termes
colore´s en rouge, enfin des comple´ments historiques sont propose´s dans quatre
annexes accessibles par des liens hypertextes.
3. Voir BRECHENMACHER (Fre´de´ric), Le ”journal de M. Liouville” sous la direction de
Camille Jordan (1885-1922), Bulletin de la Sabix, 45 (2009), p. 65-71.
4. KLEIN (Felix), [1921-1923] Gesammelte mathematische Abhandlungen, Springer : Ber-
lin, 1921, vol. 1, p. 51
5. Une substitution est ce que nous de´signerions aujourd’hui comme une permutation d’un
nombre fini de lettres (a, b, c, d, ...). En des termes qui nous sont contemporains, la the´orie
des substitutions correspond donc a` la the´orie des groupes finis.
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1 Un ”grand alge´briste” en relation directe avec
les ”ide´es de Galois”
Un premier portrait du jeune Camille Jordan s’esquisse en clair obscur, dans
l’ombre de la grande figure d’un autre jeune mathe´maticien : E´variste Galois.
Les nombreuses ne´crologies publie´es apre`s le de´ce`s de Jordan en 1922 insistent
en effet toutes sur la relation entre le Traite´ et les travaux de Galois. 6 Ainsi,
E´mile Picard de´clarait-il a` l’Acade´mie des sciences le 23 janvier 1922 :
C’est surtout dans la the´orie des substitutions et des e´quations alge´briques
que Jordan laisse une trace profonde. Dans un Ouvrage conside´rable
sur les Substitutions, il a fait une e´tude approfondie des ide´es de Ga-
lois [...]. Ces e´tudes ont permis a` Jordan de re´soudre un proble`me
pose´ par Abel, celui de rechercher les e´quations de degre´ donne´
re´solubles par radicaux et de reconnaˆıtre si une e´quation rentre ou
non dans cette classe. 7
Plus ge´ne´ralement, les travaux de Jordan ont souvent e´te´ place´s dans le
cadre d’une e´volution de l’alge`bre envisage´e comme passant d’une the´orie des
e´quations a` une discipline centre´e sur des structures abstraites comme les groupes.
Successeur de Jordan au Colle`ge de France, Henri Lebesgue a publie´ une bio-
graphie de notre he´ros qui mettait elle aussi en avant la relation Jordan-Galois :
Dans ses recherches, Jordan utilise la ge´niale me´thode de Galois,
dont le point essentiel est l’introduction d’un certain nombre de sub-
stitutions, de´ja` aperc¸u par Lagrange, que l’on peut attacher a` chaque
e´quation alge´brique et dans lequel les proprie´te´s des e´quations se
refle`tent fide`lement. Mais pour savoir observer dans ce miroir, il
faut avoir appris a` distinguer les diverses qualite´s des groupes de
substitutions et a` raisonner sur elles. C’est ce qu’a fait Jordan avec
une habile te´nacite´ et un rare bonheur ; dans son Traite´ des Sub-
stitutions et des E´quations alge´briques, ou` il a re´uni et coordonne´
ses recherches, les proprie´te´s des e´quations de´rivent tout de suite de
celles des groupes de substitutions. [...] Le the´ore`me de Jordan sur
la composition des groupes est le plus connu de tous ses re´sultats ;
6. Pour un panorama ge´ne´ral sur la relation Jordan-Galois voir : BRECHENMACHER
(Fre´de´ric), Self-portraits with E´variste Galois (and the shadow of Camille Jordan), Revue
d’histoire des mathe´matiques, t. 17, fasc. 2, p. 271-369.
7. PICARD (E´mile), Re´sume´ des travaux mathe´matiques de Jordan, Comptes rendus de
l’Acade´mie des sciences de Paris, t. 174 (1922), p. 210-211.
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il entraˆıne cette conse´quence fondamentale : il n’y a pas lieu de
choisir entre les diffe´rents proce´de´s de re´solution alge´brique d’une
e´quations : ils sont tous e´quivalents et conduisent aux meˆmes cal-
culs a`, l’ordre pre`s. 8
Mais cette relation directe entre les ide´es de Galois et le Traite´ de Jordan
ame`ne une tension entre les dimensions individuelles et collectives des travaux
de ce dernier. D’une part, Jordan a e´te´ ce´le´bre´ comme l’un des principaux
fondateurs de la the´orie des groupes, c’est a` dire d’une the´orie qui allait jouait un
roˆle majeur et structurant pour les organisation collectives des mathe´matiques
au XXe sie`cle. Dans le cadre de l’e´dition des œuvres de Jordan en 1961, Jean
Dieudonne´ pre´sentait ainsi notre he´ros comme un second pe`re de la the´orie des
groupes : apre`s Galois, le ge´niteur, Jordan serait le guide qui fait gagner l’aˆge
adulte :
La the´orie des groupes finis a e´te´ le sujet de pre´dilection de Jordan
[...]. Son œuvre dans ce domaine est immense par le volume comme
par l’importance, et son influence sur les de´veloppements ulte´rieurs
de la the´orie ne peut gue`re se comparer qu’a` celle des travaux de
Galois lui-meˆme. [...] Au moment ou` Jordan commence a` e´crire, la
the´orie des groupes est encore dans l’enfance, et en fait ce n’est
gue`re qu’avec la publication de son traite´ qu’elle acce`dera au rang
de discipline autonome.[16]
Mais d’autre part, et pour la meˆme raison, Jordan a e´te´ pre´sente´ comme
isole´ et incompris en son temps. Ainsi, dans la pre´face du premier tome des
Œuvres de Jordan, Gaston Julia estimait-il que :
Longtemps, Jordan a travaille´ dans une solitude presque totale. Rares
e´taient ceux qui pouvaient appre´cier la valeur de son œuvre. Aujour-
d’hui ses travaux sont plus actuels que lorsqu’ils ont e´te´ e´crits, on
les voit dans leur vraie lumie`re avec leur ve´ritable porte´e. Dans cette
lumie`re, Jordan nous apparaˆıt, avec Galois et Sophus Lie, comme un
des trois grands cre´ateurs de la the´orie ge´ne´rale des groupes. Cette
reconnaissance de la valeur de ses me´thodes et de ses re´sultats l’au-
rait certes re´joui, mais probablement pas surpris, car s’il e´tait tre`s
modeste, il savait a` coup suˆr que son œuvre e´tait solide et qu’elle
porterait ses fruits dans l’avenir.[16]
8. DIEUDONNE´ (Jean), Notes sur les travaux de Camille Jordan relatifs a` l’alge`bre line´aire
et multiline´aire et la the´orie des nombres, [16, p.V-XX].
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Les commentaires sur le Traite´ pre´sentent souvent une tension analogue entre
l’individuel et le collectif. Cet ouvrage e´tait ainsi pre´sente´ par le mathe´maticien
ame´ricain James Pierpont a` la fois comme une ”synthe`se unifiant les re´sultats
des pre´de´cesseurs de Jordan” et comme ”contenant une somme immense de
nouveaux re´sultats”. 9 Pour Bartel van der Waerden, la clef de vouˆte de cet
alliage entre synthe`se de travaux collectifs et cre´ation individuelle tiendrait a` la
structure meˆme de l’ouvrage, pre´sente´e comme un ”chef d’œuvre d’architecture
mathe´matique, un e´difice d’une beaute´ admirable”. 10 Les commentateurs ne
nous renseignent cependant gue`re sur cette structure. Au contraire, Fe´lix Klein,
qui se trouvait avec Sophus Lie a` Paris au moment de la parution du Traite´,
employait une me´taphore biblique en comparant le Traite´ a` un ”livre des sept
sceaux”. 11.
L’inscription exclusive du Traite´ dans l’e´mergence de la the´orie de Galois
et de la the´orie des groupes donne donc une aura myste´rieuse aux dimensions
collectives des travaux de Jordan. Nous allons tenter dans cet article de dissiper
ce myste`re en analysant la structure du Traite´.
Il faut tout d’abord eˆtre attentif a` la dimension publique des commentaires
sur la relation Jordan-Galois. De fait, ce n’est qu’au tournant des XIXe et XXe
sie`cles que de telles appre´ciations apparaissent, c’est a` dire a` l’e´poque ou` la
figure de Galois a e´te´ e´rige´e en icoˆne mathe´matique comme l’a e´tudie´ Caroline
Ehrhardt. 12 C’e´tait en particulier a` l’occasion du centenaire de l’E´cole normale
supe´rieure et de la re´e´dition des Œuvres de Galois que Sophus Lie et E´mile
Picard avaient attribue´ a` Jordan un roˆle majeur pour la mise en lumie`re des
ide´es de Galois. 13
Un article disponible sur ce site (lien) pre´cise le roˆle historique attribue´ a` Jor-
dan en regard des roˆles d’autorite´s endosse´s par des mathe´maticiens comme Pi-
card. 14 Ces discours impliquent souvent des hie´rarchisations entre praticiens des
9. PIERPONT (James), The History of Mathematics in the Nineteenth Century, Bulletin
of the American Mathematical Society, vol. 11 , n˚ 2, 1904, p. 136-159.
10. WAERDEN (Bartel, van der), A history of Algebra : from Al-Khwa`rizmi to Emmy
Noether, New York, Springer Verlag, 1985
11. KLEIN (Felix), Gesammelte mathematische Abhandlungen, Springer : Berlin, 1921.
12. EHRHARDT (Caroline), Evariste Galois. La fabrication d’une icoˆne des
mathe´matiques, Paris, E´ditions de l’EHESS, 2011.
13. LIE (Sophus), Influence de Galois sur le de´veloppement des mathe´matiques, in DUPUY
(Paul) (ed.), Le Centenaire de l’E´cole Normale 1795-1895, Paris, Hachette, 1895.
GALOIS (E´variste), Œuvres mathe´matiques d’E´variste Galois, publie´es sous les auspices de la
Socie´te´ Mathe´matique de France, avec une introduction par M. E´mile Picard, Paris : Gauthier-
Villars, 1897.
14. Pour une discussion plus de´taille´e de ces questions, voir : BRECHENMACHER
(Fre´de´ric), ”Galois Got his Gun,” pre´publication.
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mathe´matiques, notamment entre chercheurs et enseignants ou enseignants et
inge´nieurs. Les principales cate´gories mobilise´es (”alge`bre”, ”analyse”, ”the´orie
des e´quations”, ”the´orie des groupes”, ”France”, ”Allemagne”) sont ainsi loin
d’eˆtre neutres. Elles participent au contraire de l’e´tablissement de frontie`res
entre mathe´matiques pures et applique´es, entre mathe´matiques e´le´mentaires et
supe´rieures, entre point de vue unificateur et re´ducteur, etc. Aux alentours de
la Premie`re Guerre mondiale, ces lignes e´pousent souvent celles des frontie`res
nationales. Galois e´tait alors souvent pre´sente´ comme un symbole de l’univer-
salite´ de la ”pense´e franc¸aise”. Un tel entrelacement de valeurs mathe´matiques
et patriotiques se manifeste particulie`rement dans la ne´crologie de Jordan e´crite
par Robert d’Adhe´mar en 1922 :
Jordan s’applique, de`s 1860, a` l’Alge`bre de l’ordre, l’Alge`bre des
ide´es, bien plus haute que l’Alge`bre des calculs, et, tout naturelle-
ment, il continue l’œuvre de cet enfant ge´nial et de´cevant, Galois,
qui, blesse´ dans un duel ridicule, mourut en 1832, aˆge´ de 21 ans. En
10 ans, Jordan construit ce qu’on appelle les Groupes des e´quations
re´solubles par radicaux et classe les e´quations non re´solubles, dis-
tinguant celles qu’on peut ramener a` des e´quations auxiliaires. Ses
de´couvertes ont e´te´ publie´es en 1870, dans le Traite´ des substitutions
et des e´quations alge´briques, qui marque, apre`s Abel et Galois, un
progre`s immense de l’Alge`bre. [...] Chaque fois qu’il manie un eˆtre
mathe´matique, Jordan met sur lui sa griffe puissant et auste`re. La`
ou` il a e´te´, la tranche´e a e´te´ nettoye´e ! 15
Envisage´e sur le temps long du XXe sie`cle, la structure des histoires pre´sente´es
par de tels discours manifeste une certaine stabilite´. Toutes pre´sentent en effet
la relation exclusive de Jordan aux ide´es de Galois comme donnant aux ide´es
de ce dernier une dimension collective. Jordan e´tait ainsi ce´le´bre´ pour avoir fait
passer les travaux de Galois de l’e´tat d’”ide´es” a` une dimension ”publique”,
rendant ces travaux disponibles ”au monde entier”. 16 La nature meˆme de ces
dimensions collectives change ne´anmoins radicalement entre les anne´es 1900-
1930 et 1930-1960, en passant de l’”analyse franc¸aise” a` l’”alge`bre allemande”
(lien vers l’autre article).
15. ADHEMARD (Robert d’), Ne´crologie. Camille Jordan, Revue ge´ne´rale des sciences
pures et applique´es, t. 3 (1922), p. 65-66.
16. PIERPONT (James), Early History of Galois Theory of Equations, Bulletin of the
American Mathematical Society, vol. 2, n˚ 4 (1897), p. 332-340.
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2 Un portrait kale´idoscopique du Traite´ dans
les textes mathe´matiques entre 1870 et 1914
A` la diffe´rence des discours publics, les textes mathe´matiques publie´s sur
la pe´riode 1870-1914 font tre`s rarement re´fe´rence au Traite´ en relation avec les
travaux de Galois sur les e´quations alge´briques. De fait, l’approche spe´cifique de
Jordan sur la the´orie de Galois n’a en re´alite´ pas e´te´ reprise, au contraire d’autres
approches, comme celle de Joseph-Alfred Serret dans son Cours d’alge`bre supe´rieure
de 1866 ou l’approche de Leopold Kronecker, radicalement oppose´e a` celle de
Jordan. 17 C’e´tait notamment sur les travaux de Kronecker que s’appuyait Pi-
card dans ses textes mathe´matiques et ce bien que les discours publics de ce
dernier ce´le´braient Jordan pour sa pre´sentation des travaux de Galois.
De nombreux historiens ont interpre´te´ cette situation sous l’angle d’une faible
re´ception du Traite´ par les mathe´maticiens contemporains. 18 Mais le Traite´ est
un ouvrage long et complexe. Il faut en envisager des re´ceptions multiples ainsi
que des lectures fragmente´es.
L’impression d’isolement de Jordan provient principalement de perspectives
re´trospectives ayant recherche´ les traces des travaux de ce dernier en the´orie
des groupes, the´orie des e´quations, the´orie de Galois ou plus ge´ne´ralement en
alge`bre. Or, non seulement ces cate´gories ne sont pas stables et reveˆtent des
significations changeantes mais nous avons vu e´galement que ces cate´gories sont
loin d’eˆtre neutres et e´taient au contraire employe´es par des autorite´s pour
discourir publiquement des dimensions collectives des mathe´matiques.
Comme nous le proposons en annexe 1, dissocier la re´ception du Traite´ de la
question du de´veloppement de la the´orie des groupes ou de la the´orie de Galois
permet de brosser un panorama ge´ne´ral de la re´ception des travaux de Jordan. 19
A` la diffe´rence du portrait public de Jordan dans l’ombre de la figure de Galois,
les textes mathe´matiques nous pre´sentent un kale´idoscope de reflets mobiles et
fragmente´s qui nous donnent l’occasion d’e´clairer les premiers travaux de Jordan
sous un nouveau jour.
Nous allons a` pre´sent porter notre attention sur un the´ore`me mis en avant
17. Voir a` ce sujet : BRECHENMACHER (Fre´de´ric), La controverse de 1874 entre Camille
Jordan et Leopold Kronecker, Revue d’Histoire des Mathe´matiques, 13 (2007), p. 187-257.
18. Voir notamment :
WUSSING (Hans), The Genesis of the Abstract Group Concept, MIT Press, Cambridge :
Mass.,1984. KIERNAN (Melvin), The Development of Galois Theory from Lagrange to Artin,
Archive for History of Exact Sciences, vol. 8, n˚ 1-2 (1971), p. 40-152.
19. BRECHENMACHER (Fre´de´ric), On Jordan’s measurements, pre´publication.
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par certains lecteurs du Traite´ et qui faisait de´ja` l’objet de la premie`re the`se de
Jordan : l’”origine” du groupe line´aire.
3 Le premier the´ore`me de Jordan : l’origine du
groupe line´aire
La premie`re the`se pre´sente´e par Camille Jordan a` la faculte´ des sciences de
Paris en 1860 e´tait consacre´e au proble`me du ”nombre des valeurs des fonctions”.
3.1 Le proble`me du nombre des valeurs d’une fonction
Ce proble`me s’ave`re l’une des racines de la the´orie des groupes de substitu-
tions. Il avait e´merge´ de travaux du XVIIIe sie`cle sur les e´quations. Comme nous
l’illustrons en annexe 2, la re´solubilite´ par radicaux d’une e´quation alge´brique
de degre´ n avait e´te´ mise en relation avec le nombre de valeurs qu’une fonction
”re´solvente” de n variables peut prendre lorsque ses variables sont permute´es
de toutes les manie`res possibles.
Etant donne´e une fonction φ(x1, x2, ..., xn) de n ”lettres”, une ”valeur” de φ
est une fonction obtenue par permutation des variables pour toute substitution
σ ∈ Σ(n),
φσ(x1, x2, ..., xn) = φ(x1σ, x2σ, ..., xnσ)
En ge´ne´ral, une fonction peut ainsi prendre n! valeurs diffe´rentes mais il peut
arriver que quelques unes de ces valeurs deviennent identiques et le proble`me
aborde´ par la the`se de Jordan consiste a` de´terminer le nombre de valeurs pou-
vant eˆtre prises pour certaines classes de fonctions. En termes contemporains,
le proble`me revient a` de´terminer tous les ordres possibles des sous-groupes du
groupe syme´trique Σ(n).
Au cours du XIXe sie`cle, ce proble`me avait donne´ lieu a` des de´veloppements
autonomes de la the´orie des e´quations. Augustin-Louis Cauchy (1815, 1844-46),
Joseph Bertrand, (1845) et Serret (1849) avaient notamment e´nonce´ des bornes
pour le nombre de valeurs pouvant eˆtre prises par des fonctions de certains
types ge´ne´raux. 20 Charles Hermite et Kronecker avaient davantage porte´ leur
attention sur des fonctions spe´ciales, comme une fonction de 6 variables prenant
20. De`s le de´but du XIXe sie`cle, Ruffini et Cauchy avait par exemple montre´ que le nombre
de valeurs d’une fonction non syme´trique de cinq variables ne peut eˆtre moindre de cinq a`
moins qu’il soit e´gal a` deux.
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exactement 6 valeurs. A` partir des anne´es 1850, ces travaux pouvaient s’appuyer
sur un de´veloppement the´orique dans lequel Cauchy avait mis en avant la notion
essentielle de ”syste`me de substitutions conjugue´es” (c’est-a`-dire ce que nous
appelons des groupes finis et leurs sous-groupes distingue´s). En 1860, le proble`me
du nombre de valeurs des fonctions avait e´te´ choisi comme sujet du Grand
prix des sciences de mathe´matiques de l’Acade´mie des sciences. 21 Deux jeunes
mathe´maticiens y consacraient leurs premie`res recherches : Jordan et E´mile
Mathieu.
3.2 Une approche ge´ne´rale par des re´ductions successives
Dans sa the`se, Jordan revendiquait une approche ”ge´ne´rale” du proble`me par
des ”re´ductions successives” en sous-proble`mes. La premie`re re´duction montrait
que l’e´tude des fonctions ge´ne´rales transitives (correspondant a` des e´quations
alge´briques irre´ductibles) peut se re´duire a` l’e´tude de fonctions sur des ”syste`mes
imprimitifs” 22 de lettres : l’ensemble de toutes les lettres peut dans ce cas se
diviser en blocs 23 - repre´sente´s ci-dessous par une succession de lignes - de
manie`re a` ce que les substitutions ope`rent soit en permutant entre elles les
lettres d’une meˆme ligne soit les lignes les unes avec les autres :
a1 a2 ... am
b1 b2 ... bm
c1 c2 ... cm
. . . .
21. Voir au sujet de cet e´pisode, ainsi que des travaux de Thomas Kirkman, e´galement
candidat au grand prix de 1860, EHRHARDT (Caroline), Evariste Galois et la the´orie des
groupes. Fortune et re´e´laborations (1811-1910), The`se de doctorat. Ecole des Hautes e´tudes
en sciences sociales. Paris, 2007, p. 291-393.
22. D’un point de vue contemporain, il s’agit ici de de´composer les e´le´ments du corps en blocs
d’imprimitivite´ sous l’action d’un groupe de substitution imprimitif, lui-meˆme de´compose´ en
un groupe primitif quotient. Soit G un groupe transitif ope´rant sur ensemble Ω. Un sous-
ensemble Γ de Ω est appele´ bloc d’imprimitivite´ si Γ 6= ∅ et si pour tout g ∈ G, alors soit
Γg = Γ soit Γg ∩ Γ = ∅. Si Γ est un tel bloc et Γ1,Γ2, ...,Γm, sont les ensembles distincts
obtenus par une orbite Γg pour g ∈ G, alors (Γ1,Γ2, ...,Γm) est une partition de Ω. G est
dit imprimitif s’il existe un bloc propre non trivial dans Ω. G est dit primitif s’il n’est pas
imprimitif.
23. Jordan de´signait en re´alite´ par le terme ”groupe” les blocs de lettres, c’est a` dire un
sous-ensemble d’un corps fini, et ce que nous appellerions des groupes des substitutions par le
terme de syste`me conjugue´ introduit par Cauchy. Rappelons que chez des auteurs ante´rieurs,
comme Galois ou Poinsot, le terme groupe concernait intrinse`quement a` la fois des arran-
gements de lettres en blocs de permutations et les ope´rations sur de tels arrangements par
des substitutions. Voir notamment a` ce sujet : DAHAN (Amy), Les travaux de Cauchy sur
les substitutions. E´tude de son approche du concept de groupe, Archive for History of Exact
Sciences, vol. 23, 1980, p. 279-319.
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L’enjeu de cette premie`re re´duction e´tait d’introduire une indexation des
lettres par des suites d’entiers (1, 2, ...,m) de manie`re a` faire ope´rer les substi-
tutions non plus sur des lettres mais sur des nombres.
3.3 La repre´sentation analytique des substitutions
Une telle indexation e´tait un pre´alable a` l’introduction du proble`me crucial
de la repre´sentation analytique des substitutions : e´tant donne´e une substitution
S sur p lettres a0, a1, ..., ap−1, ce proble`me consistait a` trouver une fonction
analytique φ telle que
S(ai) = aφ(i)
Bien qu’elle soit passe´e inaperc¸ue de nombreux travaux historiques, la repre´sentation
analytique des substitutions a joue´ un roˆle important au XIXe sie`cle.
Comme le de´taille l’annexe 3, cette repre´sentation avait notamment e´te´ mise
en avant au de´but du XIXe sie`cle par Louis Poinsot a` la suite des travaux de
Carl Friedrich Gauss sur les e´quations cyclotomiques. 24 E´tant donne´ un nombre
p premier, l’e´quation cyclotomique associe´e a` l’e´quation binoˆme
xp − 1 = 0
est l’e´quation irre´ductible :
xp − 1
x− 1 = x
p−1 + xp−2 + ...+ x+ 1
Toutes les racines de cette e´quation peuvent eˆtre exprime´es en fonctions de
l’une d’entre elles, ω (une racine primitive) :
ω, ω2, ..., ωp−1
Les substitutions des racines forment ainsi un groupe cyclique engendre´ par
une substitution pouvant eˆtre repre´sente´e analytiquement par son action sur les
puissances i indexant les racines , c’est a` dire par (i i+1). Une proprie´te´ cruciale
24. Voir a` ce sujet : BOUCARD (Jenny), Louis Poinsot et la the´orie de l’ordre : un chaˆınon
manquant entre Gauss et Galois ?, Revue d’histoire des mathe´matiques, 17, fasc. 1 (2011),
p. 41-138. FREI (Gunther), The unpublished section eight : On the way to function fields
over a finite field, in GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert), SCHWERMER
(Joaquim) (eds.), The Shaping of Arithmetics after C. F. Gauss’s Disquisitiones Arithmeti-
cae, Berlin : Springer, 2007, p. 159-198. NEUMANN (Olaf), The Disquisitiones Arithmeticae
and the Theory of Equations, in GOLDSTEIN, SCHAPPACHER, SCHWERMER, op. cit.,
p. 107-128.
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des e´quations cyclotomiques est que la suite des racines peut eˆtre re´indexe´e par
une racine primitive g de l’e´quation binoˆme de congruence :
ip−1 − 1 ≡ 0 mod(p)
de manie`re a` obtenir la suite :
ωg, ωg
2
, ..., ωgp−1
Le groupe cyclique est alors engendre´ par une substitution repre´sente´e analyti-
quement par (i gi).
3.4 Le premier the´ore`me de Jordan
Mais revenons a` la premie`re the`se de Jordan. Apre`s avoir re´duit le proble`me
a` l’e´tude des fonctions imprimitives, Jordan montrait comment poursuivre la
re´duction aux fonctions primitives, c’est a` dire au cas ou` il n’est pas possible de
subdiviser les lettres en plusieurs lignes, Γ1,Γ2, ...,Γm, que les substitutions per-
muteraient en blocs. Le point clef de cette re´duction consistait a` montrer que les
substitutions ope´rant sur les syste`mes imprimitifs peuvent eˆtre de´compose´es en
deux espe`ces, correspondant aux deux formes de repre´sentations analytiques des
cycles sur le mode`le de la de´composition re´alise´e par Gauss pour les e´quations
cyclotomiques (annexe 3).
– La premie`re espe`ce permute cycliquement les blocs Γ1,Γ2, ...,Γm eux-
meˆmes par des substitutions du type (i i+ 1) sur les indices. Dans le cas
plus ge´ne´ral de lettres indexe´es par n indices ax,x′,x′′,... ces substitutions
prennent la forme :
ax+α mod.p, x′+α′ mod.p, x′′+α′′ mod.p, ...
– La seconde espe`ce permute cycliquement les lettres a` l’inte´rieur de chaque
bloc Γi par des substitutions du type (i gi). Dans le cas de n indices, elles
prennent ainsi la forme :
aax+bx′+cx′′...mod.p,a′x+b′x′+c′x′′...mod.p,a′′x+b′′x′+c′′x′′...mod.p
Jordan e´nonc¸ait alors son principal the´ore`me : 25
25. En termes contemporains, le the´ore`me de Jordan peut s’interpre´ter comme e´nonc¸ant
que le sous-groupe normal minimal A d’un groupe primitif re´soluble G est abe´lien du type
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Premier the´ore`me de Jordan
– Les syste`mes primitifs comportent un nombre de lettres donne´ par
la puissance d’un nombre premier pn.
– Les substitutions sur ces syste`mes ont une forme analytique line´aire :
(x, x′, x′′...; ax+bx′+cx′′+...+d, a′x+b′x′+c′x′′+...+d′, a′′x+b′′x′+c′′x′′+..+d′′, ...)
que l’on peut e´galement de´noter par :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x ax+ bx′ + cx′′ + ...
x′ a′x+ b′x′ + c′x′′ + ...
x′′ a′′x+ b′′x′ + c′′x′′ + ...
.. .....................
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ce groupe devait eˆtre de´signe´ par Jordan quelques anne´es plus tard sous le nom
de ”groupe line´aire”. 26.
3.5 Retour sur la relation Jordan-Galois
C’est en de´terminant l’ordre de ce groupe que Jordan s’apercevait de la
relation entre ses propres travaux et ceux mene´s par Galois pour le cas de p2
lettres (annexe 3). Dans la version modifie´e de sa the`se, publie´e en 1861, Jordan
ajoutait alors un supple´ment dans lequel il commentait le ”Fragment de second
me´moire” de Galois sur les e´quations primitives de degre´ pn. 27
(1, 1, .., 1) (donc isomorphe a` un produit de groupes cycliques ou au groupe multiplicatif d’un
corps fini GFpn∗). L’action de G sur A de´finit un groupe line´aire.
26. Nous le de´signerions aujourd’hui comme un groupe affine sur un corps fini.
27. Une e´quation irre´ductible de degre´ compose´ n = pq a un bloc d’imprimitivite´ de taille p
si et seulement si il existe une e´quation auxiliaire g(x) = 0 de degre´ m telle que l’adjonction
de toutes les racines de cette e´quation permet de factoriser f(x) en un produit de p facteurs
irre´ductibles de degre´ q. Conside´rons par exemple f(x) = x6 − 2 = 0 et g(x) = x3 − 2. Le
degre´ du corps de de´composition K de f sur Q est 12 et le groupe de Galois G est le groupe
dihe´dral d’ordre 12, qui peut eˆtre repre´sente´ comme le groupe des syme´tries d’un hexagone
re´gulier (dont les sommets sont indexe´s par les racines sixie`mes de 2). G est engendre´ par
deux e´le´ments : x, la rotation d’angle pi
3
, et y, la syme´trie d’axe une diagonale. Soit alors les
deux ge´ne´rateurs de K : α = 6
√
2 et ω = e
2pi
3 , les e´le´ments de G peuvent eˆtre de´crits comme
automorphismes de K par :
x : α→ epi3 α, ω → ω ; y : α→ α, ω → ω2
Alors Gα le groupe cyclique d’ordre 2 engendre´ pary (i.e. la conjugaison complexe) est un
bloc d’imprimitivite´. Si l’on adjoint a` Q la racine γ = 3
√
2 de g(x) = 0 ainsi qu’une racine
primitive ω de l’unite´, on obtient en effet la factorisation : f(x) = (x2−γ)(x2−ωγ)(x2−γ2α)
sur Q(γ, ω). Voir a` ce sujet : NEUMANN (Peter M.),The concept of Primitivity in Group
Theory and the Second Memoir of Galois, Archive for History of Exact Sciences, 60 (2006),
p. 379-429.
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Cet inte´reˆt de Jordan pour la question ge´ne´rale de la re´solubilite´ des e´quations
de degre´ compose´, et donc des groupes primitifs de degre´ pn, s’ave`re la principale
spe´cificite´ de la relation e´tablie par ce dernier aux travaux de Galois. Contraire-
ment a` d’autres aspects des travaux de Galois, comme le crite`re de re´solubilite´
des e´quations de degre´ premier, les imaginaires de la the´orie des nombres ou les
e´quations modulaires, le cas des e´quations primitives de degre´ pn n’avait en effet
avant Jordan e´te´ envisage´ que par Enrico Betti et Alexandre Alle´gret (annexe
3).
Jordan s’appuyait ainsi principalement sur une lecture du ”Fragment du
second me´moire” de Galois et non sur le ce´le`bre ”Me´moire sur les conditions
de re´solubilite´ des e´quations par radicaux” dans lequel se trouvent les principes
ge´ne´raux de ce que nous appelons aujourd’hui la the´orie de Galois. Au contraire
de Jordan qui, comme nous l’avons vu, s’inte´ressait ainsi aux groupes line´aires
de n variables, la grande majorite´ des pre´sentations des travaux de Galois se
focalisaient jusqu’a` la fin du sie`cle sur les principes ge´ne´raux du ”Me´moire” et
leur application aux e´quations de degre´ premier p qui ne´cessitent uniquement
de conside´rer des groupes line´aires a` une variable (i ai+ b).
Comme nous l’avons vu, Jordan avait cependant introduit le groupe line´aire
dans sa the`se inde´pendamment de Galois et ce n’e´tait qu’a posteriori qu’il s’e´tait
inte´resse´ aux travaux de ce dernier sur la re´solubilite´ des e´quations. Dans ses tra-
vaux ulte´rieurs, Jordan insistait a` de nombreuses reprises sur la diffe´rence entre
ses propres travaux et ceux de Galois. Il critiquait notamment la ge´ne´ralisation
abusive par Galois de son crite`re de re´solubilite´ des e´quations primitives de
degre´ p aux e´quations primitives de degre´ pn (annexe 3). Galois avait en effet
e´nonce´ que de telles e´quations sont re´solubles si et seulement si leur groupe est
line´aire :
Galois avait annonce´ que les e´quations primitives et solubles par ra-
dicaux rentreraient dans un type unique, sauf pour le neuvie`me et le
vingt-cinquie`me degre´, qui pre´senteraient certains types exception-
nels. On voit par les e´nonce´s qui pre´ce`dent qu’il faut prendre presque
exactement le contre-pied de cette assertion.[9, p.113]
Or la forme line´aire des substitutions n’est pas un crite`re suffisant pour
caracte´riser les groupes re´solubles de degre´ non premier. Comme le montrait
Jordan au cours des anne´es 1860, il est ne´cessaire de poursuivre plus avant la
chaˆıne successive de re´ductions du proble`me en recherchant les sous-groupes
re´solubles du groupe ge´ne´ral line´aire.
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Re´capitulons. Comme nous l’avons vu, l’objet principal de la the`se de Jordan
e´tait d’e´noncer un the´ore`me ”engendrant” le groupe line´aire. Ce groupe n’e´tait
ainsi pas de´fini, comme nous le ferions aujourd’hui, par une liste d’axiomes. Au
contraire, le groupe line´aire se pre´sentait comme engendre´ par une chaˆıne de
re´ductions successives d’un proble`me ge´ne´ral en sous-proble`mes.
Par ailleurs, les substitutions line´aires e´taient avant tout identifie´es par leur
forme analytique. Comme nous le de´taillons en annexe 3 et comme nous allons
le voir plus pre´cise´ment dans la suite, la repre´sentation analytique des sub-
stitutions n’e´tait pas une simple notation mais s’accompagnait de proce´dures
spe´cifiques de re´ductions auxquelles Jordan attribuait l’”essence” d’une ap-
proche transversale a` diverses the´ories mathe´matiques.
4 L’”essence” du Traite´ des substitutions et des
e´quations alge´briques
Abordons a` pre´sent la question de la structure du Traite´ de 1870. Nous
allons retrouver le premier the´ore`me de Jordan disperse´ dans les quatre livres
qui composent cet ouvrage. Mais nous allons voir e´galement que ce the´ore`me
donne l’”essence” sous-jacente a` la structure du Traite´.
La re´duction de la repre´sentation analytique des substitutions line´aires par
les deux formes de repre´sentations de cycles sous-tend en effet une chaˆıne de
ge´ne´ralisations successives courant les trois premiers livres du Traite´ jusqu’a`
l’e´nonce´ du ”the´ore`me fondamental” sur la re´solubilite´ des e´quations alge´briques.
Ce the´ore`me permet alors de retourner cette chaˆıne en une suite de re´ductions
successives d’un proble`me ge´ne´ral.
4.1 Livre I. Des congruences
L’ouverture du Traite´ introduit les notions relatives aux congruences qui
permettent l’indexation de lettres et, par la`, la repre´sentation analytique des
substitutions. Apre`s l’expose´ des proprie´te´s des congruences binoˆmes, ce premier
livre expose ce que Jordan de´nommait la ”the´orie de Galois”. Cette de´signation
ne correspond pas a` ce que recouvre aujourd’hui cette the´orie mais de´signe
19
les ”imaginaires de Galois” permettant d’indexer des syste`mes de pn lettres en
ge´ne´ralisant les proprie´te´s des racines cyclotomiques des e´quations de degre´ p
aux congruences irre´ductibles de degre´ n mod.p (annexe 3). Ce premier livre est
ainsi l’occasion d’introduire un cas particulier de repre´sentation analytique de
substitutions : les cycles (i i+ a) et (i gi).
4.2 Livre II. Des substitutions
Un premier chapitre de ge´ne´ralite´s sur les substitutions pre´sente une synthe`se
de re´sultats ante´rieurs de mathe´maticiens comme Cauchy, Serret, Bertrand ou
Mathieu. Le second chapitre, qui repre´sente la partie la plus importante de ce
deuxie`me livre, est consacre´ aux proprie´te´s des groupes line´aires ge´ne´raux et
spe´ciaux e´tudie´s par Jordan depuis sa the`se.
Le proble`me de la repre´sentation analytique des substitutions ouvre ce se-
cond chapitre et ame`ne la ”ge´ne´ration du groupe line´aire”. Nous avons vu que
l’origine de ce groupe avait fait l’objet du premier the´ore`me de Jordan. Le
the´ore`me se pre´sente cependant la teˆte en bas en 1870 : alors que le groupe
line´aire e´tait engendre´ en 1860 par des re´ductions successives du proble`me du
nombre de valeurs d’une fonction, cette ge´ne´ration intervient a` pre´sent a` partir
du proble`me de la recherche de la forme analytique de l’ensemble des substi-
tutions g ”permutant” des produits de cycles (x x + 1) de la forme analytique
suivante : 28
|x, x′, ..., x+ α, x′ + α′, ...|
c’est a` dire transformant une substitution e´le´mentaire c de la forme ci-dessus en
une autre c′ : gcg − 1 = c′ : 29
Ces dernie`res substitutions, que nous repre´senterons indiffe´remment
par l’une ou l’autre des deux notations suivantes :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x ax+ bx′ + cx′′ + ...
x′ a′x+ b′x′ + c′x′′ + ...
x′′ a′′x+ b′′x′ + c′′x′′ + ...
.. .....................
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (x, x′, ...; ax+bx′+..., a′x+b′x′+..., ...)
forment e´videmment un groupe, que nous appellerons le groupe
line´aire. [13, p.91]
28. Il s’agit, en termes contemporains, d’un groupe abe´lien e´le´mentaire.
29. En termes contemporains, il s’agit de rechercher le plus grand groupe dans lequel un
groupe abe´lien e´le´mentaire est distingue´.
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La de´monstration, de´taille´e ici (lien), consiste a` ge´ne´rer le groupe line´aire par
les deux formes de repre´sentations analytiques des cycles introduites au Livre I.
4.3 Livre III. Des irrationnelles
Le troisie`me livre s’ouvre par une pre´sentation des principes ge´ne´raux de
Galois sur la re´solubilite´ des e´quations alge´briques. Ce premier chapitre du Livre
III a e´te´ amplement commente´, je ne vais pas le de´tailler davantage ici. 30 Notons
l’expression ”Des irrationnelles” utilise´e par Jordan pour ce que nous de´signons
aujourd’hui comme la the´orie de Galois et sur laquelle l’annexe 4 propose un
e´clairage.
Le livre se poursuit par trois chapitres d’applications : applications alge´briques,
applications ge´ome´triques et applications aux transcendantes. Le chapitre consacre´
aux e´quations alge´briques e´claire sous un nouveau jour l’origine du groupe
line´aire telle que pre´sente´e au Livre II comme permutant les cycles introduits
au Livre I.
Jordan commence par conside´rer le cas des e´quations abe´liennes, dont toutes
les racines s’expriment en fonction rationnelle de l’une d’entre elles, et plus
spe´cifiquement le cas des e´quations cyclotomiques pour lesquelles les racines
sont donne´s par la suite des puissances d’une raine primitive. Dans ce cas,
comme nous l’avons vu, le groupe associe´ a` l’e´quation est engendre´ par le cycle
(i i + 1) mais les racines peuvent eˆtre re´indexe´es de manie`re ce que le groupe
cyclique soit engendre´ par le cycle (i gi). Le cas des ”e´quations de Galois”, pour
lesquelles toutes les racines sont fonctions rationnelles de deux d’entre elles, se
pre´sente alors comme une ge´ne´ralisation naturelle des e´quations abe´liennes sur
le mode`le de l’origine du groupe line´aire. En effet, ces e´quations sont associe´es
a` un groupe de substitutions line´aires de la forme (i ai + b) (annexe 3). Or le
groupe line´aire a pre´cise´ment e´te´ engendre´ au Livre II par la combinaison des
cycles (i i + 1) et (i gi). L’origine du groupe line´aire donne ainsi un mode`le
de re´duction du groupe d’une e´quation de Galois : (i ai + b) se de´compose en
effet en (i i+ 1) et (i gi). La re´solution d’une e´quation de Galois se rame`ne par
conse´quent a` celle de deux e´quations abe´liennes.
Comme nous allons le voir a` pre´sent, cette situation donne a` son tour un
30. Voir a` ce sujet : EHRHARDT (Caroline), Evariste Galois et la the´orie des groupes. For-
tune et re´e´laborations (1811-1910), The`se de doctorat. Ecole des Hautes e´tudes en sciences
sociales. Paris, 2007. CORRY (Leo), Modern Algebra and the Rise of Mathematical Struc-
tures, Basel : Birkha¨user, 1996. KIERNAN (Melvin), The Development of Galois Theory from
Lagrange to Artin, Archive for History of Exact Sciences, vol. 8, n˚ 1-2 (1971), p. 40-152
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mode`le pour un ultime maillon de la chaˆıne de ge´ne´ralisation pre´sente´e par
Jordan.
4.4 Livre IV. De la re´solution par radicaux
Ce livre, qui repre´sente a` lui seul plus du tiers de l’ensemble de l’ouvrage,
s’ouvre comme les pre´ce´dents par un premier chapitre de ge´ne´ralite´s. Jordan y
e´nonce une suite de the´ore`mes se concluant par le ”the´ore`me fondamental” 31
suivant :
The´ore`me fondamental du Livre IV
Pour qu’un groupe L soit re´soluble, il faut et il suffit qu’on puisse
former une suite de groupes 1, F,G,H, ..., L se terminant par L, et
jouissant des proprie´te´s suivantes : 1˚ chacun de ces groupes est
contenu dans le suivant, et permutable aux substitutions de L ; 2˚
deux quelconques de ses substitutions sont e´changeables entre elles,
aux substitutions pre`s du groupe pre´ce´dent [13, p.395].
Ce the´ore`me se pre´sente comme une ge´ne´ralisation de la de´composition du
groupe des e´quations de Galois en deux groupes cycliques ; il englobe ainsi le
crite`re de re´solubilite´ e´nonce´ par Galois pour les e´quations de degre´ premier
(annexe 3). Mais nous retrouvons surtout dans le the´ore`me fondamental une
dimension cruciale du premier the´ore`me de Jordan, a` savoir l’approche ge´ne´rale
que ce dernier entendait de´velopper au moyen d’une chaˆıne de re´ductions suc-
cessives.
L’e´nonce´ de ce the´ore`me permet alors de retourner la chaˆıne de ge´ne´ralisations
que nous avons vu courir au long des trois premiers livres du Traite´. Le the´ore`me
fondamental sous-tend en effet une chaˆıne de re´ductions des groupes les plus
ge´ne´raux aux groupes les plus spe´ciaux - les groupes cycliques - en passant par
les groupes line´aires. C’est pre´cise´ment a` une telle re´duction que s’emploie le
Livre IV en abordant le proble`me de la recherche des groupes re´solubles ge´ne´raux
par des re´ductions successives a` des groupes re´solubles spe´ciaux : groupes tran-
sitifs, primitifs, line´aires, symplectiques etc.
Supposons que nous ayons forme´, pour un degre´ donne´, le tableau
de tous les groupes re´solubles et transitifs les plus ge´ne´raux. Cha-
31. En des termes qui nous sont contemporains, ce the´ore`me e´nonce qu’une e´quation
irre´ductible est re´soluble par radicaux si et seulement si son groupe de Galois peut eˆtre
”re´duit” en une suite G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ ... ⊃ Hm = I dans laquelle chaque Hk est
un sous-groupe normal de G et les quotients Hk
Hk+1
sont abe´liens.
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cun d’eux caracte´risera un type distinct d’e´quations irre´ductibles
re´solubles par radicaux. Les groupes re´solubles et transitifs, non
ge´ne´raux, caracte´riseront des types d’e´quations plus spe´ciaux, et
contenus dans les pre´ce´dents comme cas particuliers.[13, p. 396]
Plus encore, cette chaˆıne de re´ductions constituait, pour Jordan, l’essence meˆme
de sa me´thode :
L’essence de ma me´thode consiste a` de´terminer successivement les
groupes partiels F,G,H, ....[8, p.963].
Dans cette chaˆıne, le groupe line´aire joue un roˆle essentiel en tant que groupe
le plus ge´ne´ral dont les substitutions disposent d’une repre´sentation analytique.
Le Livre IV fait en effet un usage constant des proce´de´s de de´compositions des
formes analytiques des substitutions line´aires.
5 La the´orie de l’ordre
Nous avons vu le roˆle joue´ dans le Traite´ par une chaˆıne de re´ductions
des groupes prenant mode`le sur la re´duction de la repre´sentation analytique
des substitutions line´aires en produits de cycles. Nous avons vu e´galement que
cette approche n’e´tait pas directement lie´e a` ce que nous appelons aujourd’hui
”the´orie de Galois” : non seulement Jordan avait de´veloppe´ de telles me´thodes
de`s sa the`se, soit avant d’e´tudier les e´crits de Galois, mais il avait a` plusieurs
reprises insiste´ sur la diffe´rence entre son approche et les principes ge´ne´raux
e´nonce´s par Galois pour la re´solubilite´ des e´quations. Par conse´quent, les travaux
de Jordan ne peuvent pas s’envisager uniquement sous l’angle d’une relation
exclusive aux ide´es de Galois.
Abordons a` pre´sent la question cruciale des dimensions collectives des re-
cherches de Jordan dans les anne´es 1860. De`s l’introduction de sa the`se, Jordan
avait place´ le proble`me du nombre des valeurs d’une fonction dans le cadre de
la ”the´orie de l’ordre” en revendiquant l’he´ritage des travaux de Poinsot. Cette
the´orie e´tait pre´sente´e comme englobant les travaux de Gauss sur les e´quations
cyclotomiques, ceux d’Abel et de Galois sur la re´solubilite´ des e´quations ainsi
que l’approche de Cauchy sur les de´terminants :
Mais il pourra arriver que quelques-unes d’entre elles [les fonctions
obtenues par permutation de leurs variables] deviennent identiques,
par suite de quelque syme´trie que pre´sente la fonction primitive.
L’e´tude de ces diverses sortes de syme´trie offre un grand inte´reˆt ; car
23
c’est la base et le point de de´part naturel de ce genre de recherches
que M. Poinsot a distingue´ de tout le reste des mathe´matiques
sous le nom de the´orie de l’ordre : elle pre´sente en outre d’impor-
tantes applications. C’est dans le Me´moire ou` M. Cauchy a donne´
les premiers principes ge´ne´raux de cette the´orie, qu’il a e´tabli pour
la premie`re fois les the´ore`mes fondamentaux sur les de´terminants.
Abel s’est appuye´ sur elle pour e´tablir l’irre´solubilite´ de l’e´quation
ge´ne´rale du cinquie`me degre´. Galois, dans un admirable Me´moire,
en a fait de´pendre, non seulement les conditions de la re´solution
alge´brique, mais la the´orie entie`re des e´quations, conside´re´e sous
son point de vue le plus ge´ne´ral, et la classification des irrationnelles
alge´briques.[7]
Des travaux re´cents de Jenny Boucard ont montre´ que la the´orie de l’ordre
avait e´te´ envisage´e par Poinsot comme articulant les analogies pre´sente´es par
les situations cycliques rencontre´es en alge`bre, the´orie des nombres, ge´ome´trie
et me´canique. 32
Pour Jordan, la the´orie de l’ordre e´tait associe´e au caracte`re ”essentiel” de sa
”me´thode de re´duction” de la repre´sentation analytique des substitutions. Cette
”re´duction” exprimait en effet le type de relations cache´es entre diverses the´ories
ou classes d’objets auxquelles Jordan attribuait l’essence de son approche. Ainsi,
tout en admettant que sa re´duction des groupes n’e´tait pas des plus avantageuses
dans les applications, Jordan insistait que ”si l’on se borne a` e´tudier le proble`me
de la syme´trie en lui-meˆme, cette me´thode, plus naturelle et plus directe, peut
seule conduire aux ve´ritables principes”. Et d’ajouter :
On pourrait voir une image de ce re´sultat dans le the´ore`me de
me´canique qui rame`ne le mouvement ge´ne´ral d’un corps solide a`
un mouvement de translation combine´ avec une rotation autour du
centre de gravite´. Ce principe du classement des lettres en divers
groupes est le meˆme dont Gauss et Abel ont de´ja` montre´ la fe´condite´
dans la the´orie des e´quations : il me semble eˆtre dans l’essence meˆme
de la question, et sert de fondement a` toute mon analyse.[7, p.5]
Le proce´de´ de re´duction des substitutions line´aires en produits de cycles repre´sente´s
par (i i + 1) et (i gi) et sa ge´ne´ralisation par Jordan a` la de´composition des
groupes imprimitifs e´taient ainsi envisage´ comme une sorte de de´vissage par
32. BOUCARD (Jenny), Louis Poinsot et la the´orie de l’ordre : un chaˆınon manquant entre
Gauss et Galois ?, Revue d’histoire des mathe´matiques, 17, fasc. 1 (2011), p. 41-138.
24
analogie avec la de´composition du mouvement he´lico¨ıdal d’un solide en mouve-
ments de rotation et de translation. Jordan allait par la suite de´velopper cette
analogie dans ses travaux en s’inspirant des travaux ge´ome´triques et me´caniques
de Poinsot mais aussi de ceux de Bravais sur la cristallographie. 33 Chez Jordan,
la the´orie de l’ordre se pre´sentait comme transversale a` diffe´rents domaines qui
allaient repre´senter l’essentiel des pre´occupations de notre he´ros jusqu’en 1867-
1868 :
– the´orie des nombres (cyclotomie, congruences)
– alge`bre (e´quations, substitutions)
– analyse (groupes de monodromie et lacets d’inte´gration des e´quations
diffe´rentielles line´aires)
– ge´ome´trie/ topologie (cristallographie, syme´tries des polye`dres et des sur-
faces (y compris de Riemann))
– me´canique (mouvements des solides).
Lors de la pre´sentation de ses travaux a` l’occasion de sa candidature a` l’Acade´mie
en 1881, Jordan de´crivait l’orientation ge´ne´rale de ses travaux comme portant
davantage sur les relations entre des classes d’objets que sur les objets eux-
meˆmes dans l’he´ritage des travaux de Poinsot :
Les Mathe´matiques ne sont pas seulement la science des rapports,
je veux dire que l’esprit n’y a pas seulement en vue la proportion et
la mesure ; il peut encore conside´rer le nombre en lui-meˆme, l’ordre
et la situation des choses, sans aucune ide´e de leurs rapports ni des
distances plus ou moins grandes qui les se´parent. Si l’on parcourt les
diffe´rentes parties des Mathe´matiques, on y trouve partout ces deux
objets de nos spe´culations. Ainsi, a` coˆte´ de l’Alge`bre ordinaire, il y
a une Alge`bre supe´rieure, qui repose tout entie`re sur la the´orie de
l’ordre et des combinaisons. D’autre part, ce qui rend la the´orie des
polye`dres tre`s difficile, c’est qu’elle tient essentiellement a` une science
presque encore neuve, que l’on peut nommer Ge´ome´trie de situation,
parce qu’elle a principalement pour objet, non la grandeur ou la pro-
portion des figures, mais l’ordre ou la situation des e´le´ments qui les
composent. [...] la tendance ge´ne´rale de mes recherches [a] eu presque
constamment pour but d’approfondir la the´orie de l’ordre au double
point de vue de la Ge´ome´trie pure et de l’Analyse. En Ge´ome´trie,
33. SCHOLZ (Erhard), Symmetrie, Gruppe, Dualita¨t. Zur Beziehung zwischen theoretischer
Mathematik und Anwendungen in Kristallographie und Baustatik des 19. Jahrhunderts, Ba-
sel : Birkha¨user, 1989.
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j’ai e´tudie´ successivement les lois de la syme´trie des polye`dres, des
syste`mes de lignes et des syste`mes de mole´cules. En Analyse, j’ai
pris pour objet principal de mes travaux la the´orie des substitutions
(qui n’est au fond autre chose que celle de la syme´trie des expressions
alge´briques) et ses applications a` la the´orie des e´quations alge´briques
et celle des e´quations diffe´rentielles line´aires.[15, p.7-8]
Cette approche transversale permet de jeter un nouvel e´clairage sur la di-
mension collective des travaux de Jordan des anne´es 1860. En effet, ces tra-
vaux manifestent des interactions avec des publications de nombreux autres
mathe´maticiens contemporains dans divers domaines comme les mouvements
des solides et l’e´tude des polye`dres, 34 la ge´ome´trie cine´matique, 35 la de´formation
des surfaces, 36 la cristallographie, 37 les substitutions, 38 ou encore l’e´tude des
fonctions spe´ciales en lien avec les surfaces de Riemann et leurs applications aux
e´quations diffe´rentielles. 39
Parmi ces mathe´maticiens, les auteurs franc¸ais e´taient pour la plupart lie´s a`
l’E´cole polytechnique. On peut donc soupc¸onner la transmission d’une culture
mathe´matique spe´cifique dans le cadre de l’enseignement polytechnicien de cette
e´poque. Mais un domaine semblable a` ce que Jordan de´signait comme la the´orie
de l’ordre e´tait e´galement reconnu par d’autres acteurs a` une e´chelle europe´enne.
Ce domaine semble donc constituer un champ de recherche spe´cifique dans les
anne´es 1860-1880. La question des dimensions collectives d’un tel ensemble de
travaux reste cependant encore ouverte et appelle davantage de recherches his-
toriques.
L’identification de l’approche transversale de Jordan donne e´galement de
nouvelles perspectives sur la re´ception des travaux de ce dernier. Elle met no-
tamment en e´vidence la circulation de proce´de´s de re´ductions des repre´sentations
analytiques des substitutions entre diffe´rents domaines et diffe´rents auteurs.
Comme nous allons l’illustrer rapidement, les travaux de Jordan en the´orie
des groupes ne peuvent en effet eˆtre dissocie´s d’autres domaines comme, par
exemple, les e´quations diffe´rentielles. Nous avons de´ja` e´voque´ que Jordan avait
consacre´ de nombreux travaux a` l’e´tude des sous-groupes re´solubles du groupe
line´aire. Le me´moire ”Sur la re´solution alge´brique des e´quations primitives de
34. Bertini, Godt, Goursat, Kirkmann, Fedorow, Hagen, etc.
35. Houe¨l, Me´ray, etc.
36. Becker, Boussinesq
37. Sohncke
38. Alle´gret, Despeyroux, Mathieu.
39. Schwarz, Klein, Gierster, Hess, Hurwitz, Bukhardt etc.
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degre´ p2”, publie´ en 1868 dans le Journal de Liouville, visait ainsi a` e´tudier
les sous-groupes re´solubles des groupes line´aires a` deux variables (Gl2(Fp)),
une proble´matique que l’auteur pre´sentait comme de´passant les explorations de
Galois dans son ”Fragment d’un second me´moire” (annexe 3). La de´composition
de la forme analytique des substitutions line´aires y jouait un roˆle crucial. C’est
notamment dans ce cadre que Jordan e´nonc¸ait son ce´le`bre the´ore`me de re´duction
canonique des substitutions line´aires ”a` une forme aussi simple que possible”.
En effet, contrairement au cas des substitutions d’une variable (x ax + b)
pouvant se re´duire a` une combinaison d’ope´rations (x x+ 1) et (x ax), l’e´tude
de substitutions de n variables ne´cessite la prise en compte de situations plus
complexes. Jordan montrait ainsi que toute substitution line´aire a` deux variables
peut s’e´crire sous l’une des trois formes suivantes, selon qu’une e´quation du
second degre´ (l’e´quation caracte´ristique) admette deux racines re´elles distinctes
α, β, deux racines imaginaires distinctes α + βi, α + βip (ou` i2 ≡ 1mod(p)) ou
une racine double : ∣∣∣∣∣z αzu βu
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣z (α+ βi)zu (α+ βip)u
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣z αzu βz + γu
∣∣∣∣∣
Ce re´sultat met a` nouveau en e´vidence le roˆle de mode`le joue´ par la de´composition
de la forme line´aire en deux formes de repre´sentations analytiques de cycles :
les formes canoniques re´duisent les substitutions line´aires a` des multiplications
(deux premiers cas) ou des combinaisons multiplication-addition (troisie`me cas).
Dans son traite´, Jordan ge´ne´ralisait ce the´ore`me a` la re´duction canonique des
substitutions line´aires de n variables :
The´ore`me de re´duction canonique
Cette forme simple∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y0, z0, u0, ..., y
′
0, ... K0y0,K0(z0 + y0), ...,K0y
′
0
y1, z1, u1, ..., y
′
1, ... K1y1,K1(z1 + y1), ...,K1y
′
1
.... ...
v0, ... K
′
0v0, ...
... ...
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a` laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indice
convenable, sera pour nous sa forme canonique.[13, p.127]
Plus encore, Jordan investissait imme´diatement ce re´sultat a` d’autres domaines
comme celui des e´quations diffe´rentielles line´aires (a` coefficients constants d’abord
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puis dans le cas des e´quations de Fuchs). Dans ce cas, les substitutions pre´sentent
pourtant une nature diffe´rente, puisqu’agissant sur le corps infini des nombres
complexes et non sur des corps finis. Jordan s’appuyait cependant sur la per-
manence de la forme analytique des substitutions afin de transfe´rer ses proce´de´s
de re´ductions des groupes finis aux syste`mes d’e´quations diffe´rentielles :
dx1
dt = a1x1 + ...+ l1xn
dx2
dt = a2x1 + ...+ l2xn
...
dxn
dt = anx1 + ...+ lnxn
Ce proble`me peut se re´soudre tre`s simplement par un proce´de´ iden-
tique a` celui dont nous nous sommes servi, dans notre Traite´ des
substitutions, pour ramener une substitution line´aire quelconque a`
sa forme canonique. Nous allons ramener de meˆme le syste`me a` une
forme canonique qui puisse s’inte´grer imme´diatement.
dy1
dt
= σy1,
dz1
dt
= σz1 + y,
du1
dt
= σu1 + z1, ...,
dw1
dt
= σw1 + v1
[...] le syste`me des e´quations aura e´videmment pour inte´grales le
syste`me suivant :
w1 = e
σtψ(t), v1 = e
σtψ′(t), ..., y1 = eσtψr(t),
ψ(t) e´tant une fonction entie`re arbitraire du degre´ r − 1.[14, p.787]
L’e´tude de la circulation de tels proce´de´s de re´ductions de la repre´sentation
analytique des substitutions de´voile des he´ritages des travaux de Jordan durant
la fin du XIXe sie`cle. Elle permet notamment de mettre a` jour l’importance
de ces travaux pour l’e´laboration par Henri Poincare´ de la the´orie des fonc-
tions fuchsiennes en entremeˆlant the´orie des groupes, e´quations diffe´rentielles,
arithme´tique, me´canique etc. 40 Plus tard, au tournant du sie`cle, les proce´de´s
de re´duction de Jordan allaient constituer la base d’une culture alge´brique
spe´cifique partage´e par un groupe de mathe´maticiens franc¸ais et ame´ricains. 41
40. BRECHENMACHER (Fre´de´ric), Autour de pratiques alge´briques de Poincare´,
pre´publication.
41. BRECHENMACHER (Fre´de´ric) Linear groups in Galois fields. A case study of tacit
circulation of explicit knowledge, Oberwolfach Reports, 2012.
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6 Conclusion
Les portraits de Camille Jordan ont souvent brosse´ les traits d’un mathe´maticien
solitaire dans l’ombre d’E´variste Galois. Nous avons vu qu’un tel e´clairage pro-
jette cependant sur le passe´ des organisations du savoir mathe´matique utilise´es
de nos jours : the´orie des groupes, the´orie de Galois, alge`bre, etc. Envisage´s
dans la perspective de la the´orie de l’ordre, les premiers travaux de Jordan nous
apparaissent au contraire prendre place de`s les anne´es 1860 dans un cadre col-
lectif. Plus encore, leurs he´ritages se manifestent dans des domaines varie´s des
sciences mathe´matiques de la fin du XIXe sie`cle.
Le proble`me de la restitution des dimensions collectives dans lesquelles saisir
la cre´ation mathe´matique individuelle nous invite ainsi a` rede´couvrir des orga-
nisations des savoirs ante´rieures aux disciplines qui nous contemporaines et qui,
comme l’alge`bre line´aire, sont centre´es sur des objets comme les groupes, corps
et espaces vectoriels.
Le Traite´ des substitutions et des e´quations alge´briques de 1870 pre´sentait
cependant de´ja` une nature hybride entre l’approche transversale de la the´orie de
l’ordre et une the´orie centre´e sur des objets. A` partir de 1867, Jordan avait en
effet progressivement attribue´ a` la notion de groupe de substitutions l’”essence”
qu’il avait initialement associe´ a` la the´orie de l’ordre. Il avait alors re´organise´ ses
travaux dans un nouveau cadre, centre´ non plus sur des relations transversales
mais sur des objets comme les substitutions et les irrationnelles des e´quations
alge´briques.
Cette hybridite´ se manifeste notamment dans le choix de Jordan de ne pas
aborder dans son Traite´ les questions relatives aux polye`dres, a` la cristallo-
graphie ou a` la cine´matique des corps solides mais, au contraire, de placer au
coeur de son ouvrage une pre´sentation des principes ge´ne´raux de Galois sur les
e´quations alge´briques :
Le but de cet Ouvrage est de de´velopper les me´thodes de Galois
et de les constituer en corps de doctrine, en montrant avec quelle
facilite´ elles permettent de re´soudre tous les principaux proble`mes
de la the´orie des e´quations.[13, p.VII]
Le Livre III, consacre´ aux irrationnelles, se plac¸ait dans un cadre collectif
ante´rieur aux travaux de Jordan mais diffe´rent de celui de la the´orie de l’ordre.
Il s’inscrivait en effet dans l’he´ritage d’une interpre´tation pre´existante des ”prin-
cipes de Galois” en termes d’”ordres d’irrationalite´s” de´finis par les racines de
types d’e´quations alge´briques non re´solubles par radicaux :
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De ce point de vue e´leve´, le proble`me de la re´solution par radi-
caux, qui nague`re encore semblait former l’unique objet de la the´orie
des e´quations, n’apparaˆıt plus que comme le premier anneau d’une
longue chaˆıne de questions relatives aux transformations des irra-
tionnelles et a` leur classification.[13, p. VI].
Cet he´ritage impliquait notamment des travaux d’Hermite et Kronecker qui
s’e´taient appuye´ constamment sur des articulations entre alge`bre, arithme´tique
et analyse. 42 Il s’agissait de de´terminer les fonctions analytiques les plus ge´ne´rales
permettant d’exprimer les racines d’e´quations de degre´ supe´rieur a` cinq. Jordan
meˆlait cet he´ritage a` la re´cente approche ge´ome´trique de Clebsch et en pre´sentait
une synthe`se originale centre´e sur la notion de groupe (annexe 4).
Le Traite´ de 1870 pre´sente donc une tension entre, d’une part, sa struc-
ture sous-tendue par les proce´de´s de de´compositions analytiques des substitu-
tions he´rite´s du cadre transversal de la the´orie de l’ordre et, d’autre part, la
mise en avant d’une the´orie unificatrice base´e sur deux objets : les substitu-
tions et e´quations alge´briques. Ces deux facettes ont donne´ lieu a` des re´ceptions
diffe´rentes. La premie`re a marque´ en profondeur les pratiques alge´briques de
mathe´maticiens franc¸ais puis ame´ricains. Certains aspects de la seconde ont
dans un premier temps e´te´ envisage´s dans la continuite´ de travaux ante´rieurs a`
ceux de Jordan, notamment ceux d’Hermite et Clebsch, tandis que l’ambition
unificatrice de Jordan a e´te´ ignore´e ou meˆme vivement critique´e, notamment par
Kronecker. 43 Plusieurs de´cennies plus tard, cette ambition allait au contraire
eˆtre salue´e comme marquant l’une des principales e´tapes du de´veloppement de
la the´orie des groupes comme domaine autonome.
42. Voir a` ce sujet : GOLDSTEIN (Catherine), Charles Hermite’s strolls in Galois fields, Re-
vue d ?histoire des mathe´matiques, 17(2011), p. 211-270. GOLDSTEIN (Catherine), SCHAP-
PACHER (Norbert), A Book in Search of a Discipline (1801-1860) in [Goldstein, Schappacher,
Schwermer, op. cit.], p. 3-66. GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert), Seve-
ral Disciplines and a Book (1860 ?1901), in [Goldstein, Schappacher, Schwermer, op. cit.], p.
67-104.
43. Voir a` ce sujet : BRECHENMACHER (Fre´de´ric), La controverse de 1874 entre Camille
Jordan et Leopold Kronecker, Revue d’Histoire des Mathe´matiques, 13 (2007), p. 187-257.
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A Annexe 1
Re´ceptions des travaux de Jordan
entre 1870 et 1914
Afin de rendre compte des re´ceptions des travaux de Jordan, il est ne´cessaire
de ne pas forcer ces derniers a` entrer dans des cadres collectifs fixe´s re´trospectivement
et a priori (comme la the´orie de groupes ou l’alge`bre). Nous allons par conse´quent
rechercher des traces des lectures du Traite´ chez les mathe´maticiens contem-
porains de Jordan. L’e´tude d’un pe´riodique de recensions mathe´matiques, le
Jahrbuch u¨ber die Forschritte der Mathematik, permet de pister les publications
faisant re´fe´rence aux travaux de notre he´ros sur la pe´riode 1870-1914. 44
Il faut tout d’abord constater que ces publications sont classe´es dans des
rubriques varie´es des classifications mathe´matiques de l’e´poque. Ainsi, alors
que la rubrique ”the´orie des e´quations” s’ave`re tre`s marginale et que la ru-
brique ”the´orie des substitutions” ne regroupe, avant 1895, qu’environ 10 %
des recensions faisant re´fe´rence a` Jordan, les rubriques ”the´orie des fonctions”,
”ge´ome´trie pure” et ”ge´ome´trie analytique” sont fortement repre´sente´es. Par
ailleurs, si la ”the´orie des groupes” devient tre`s largement majoritaire apre`s
1895, les re´fe´rences a` Jordan dans ce contexte sont non seulement inde´pendantes
de la the´orie de Galois mais ce phe´nome`ne s’ave`re e´galement limite´ dans le
temps : apre`s 1910, la grande majorite´ des re´fe´rences a` Jordan portent sur le
the´ore`me de la courbe de Jordan e´nonce´ dans le Cours d’Analyse de l’E´cole
polytechnique.
Quatre principaux types de re´fe´rences au Traite´ peuvent eˆtre distingue´s afin de
pre´senter un panorama simplifie´ des principaux usages de cet ouvrage sur la
pe´riode 1870-1914.
A.1 Une synthe`se sur la the´orie des substitutions
Ce type de re´fe´rences apparaˆıt a` un niveau europe´en peu apre`s la paru-
tion du Traite´. Il perdure sur toute la pe´riode et s’e´tend aux E´tats-Unis dans
les anne´es 1880. 45 Dans ce contexte, l’ouvrage de Jordan n’est pas envisage´
comme une rupture mais au contraire dans la continuite´ de travaux ante´rieurs
de mathe´maticiens comme Cauchy, Kronecker, Hermite, Bertrand, Serret et
44. BRECHENMACHER (Fre´de´ric), On Jordan’s measurements, pre´publication.
45. Janni, Sardi, Netto, Klein, Pellet, Bolza, Ho¨lder, Borel et Drach, Vogt, Weber, Picard,
Echegaray, Bianchi, Pierpont etc.
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Mathieu. Les textes qui s’appuient sur des innovations spe´cifiques de Jordan en
the´orie de groupes se re´fe`rent quant a` eux le plus souvent a` des articles publie´s
apre`s le Traite´. Nous ne de´taillerons donc pas ces re´fe´rences ici. 46
A.2 Les e´quations spe´ciales des fonctions elliptiques et
abe´liennes
Comme le pre´ce´dent, ce type de re´fe´rences apparaˆıt de`s 1870 a` un niveau
europe´en. Mais les publications qui l’emploient re´agissent cette fois a` des inno-
vations qu’elles attribuent spe´cifiquement a` Jordan. Les proble`mes traite´s sont
lie´s a` la re´solubilite´ des e´quations mais se pre´sentent de manie`re transversale a`
de nombreuses rubriques comme la ”the´orie des formes”, la ”the´orie des substi-
tutions”, la ”ge´ome´trie analytique”, les ”fonctions spe´ciales” etc.
Rappelons que la de´monstration par Abel de l’impossibilite´ de re´soudre par
radicaux les e´quations alge´briques ge´ne´rales de degre´ supe´rieur ou e´gal a` cinq
n’avait le plus souvent pas e´te´ envisage´e comme la conclusion d’une longue his-
toire devant ouvrir l’alge`bre sur les nouvelles perspectives de la the´orie de Galois.
De nombreux mathe´maticiens avaient au contraire ge´ne´ralise´ le proble`me, tradi-
tionnel, de l’expression des racines des e´quations ge´ne´rales de degre´ infe´rieur a`
quatre par des fonctions alge´briques comprenant des radicaux. Il s’agissait alors
de rechercher des fonctions analytiques les plus simples permettant d’exprimer
les racines d’e´quations de plus haut degre´.
Des mathe´maticiens comme Hermite, Kronecker, Betti et Brioschi avaient
notamment re´duit le proble`me de la re´solution de l’e´quation ge´ne´rale de degre´
cinq a` celui de l’e´quation modulaire provenant du proble`me de la division des
pe´riodes des fonctions elliptiques, fonctions doublement pe´riodiques sur le plan
complexe. 47 Les racines de l’e´quation ge´ne´rale de degre´ cinq avaient ainsi e´te´
exprime´es analytiquement a` l’aide des fonctions elliptiques.
Or, dans son Traite´, Jordan avait non seulement propose´ une nouvelle ap-
proche des travaux d’Hermite mais il avait e´galement e´nonce´ l’impossibilite´ de
re´soudre les e´quations ge´ne´rales de degre´ supe´rieur a` cinq par les fonctions ellip-
tiques. Ce the´ore`me avait e´te´ imme´diatement reconnu comme l’un des re´sultats
46. Comme les travaux de Bochert et Maillet sur les the´ore`mes de finitude des groupes
primitifs et transitifs ou les tre`s nombreuses re´fe´rences aux travaux de Jordan de la fin des
anne´es 1870 sur la classification des groupes line´aires finis en lien avec les formes quadratiques.
47. Cette e´quation avait notamment e´te´ e´tudie´e par Galois. Voir a` ce sujet : GOLDSTEIN
(Catherine), Charles Hermite’s strolls in Galois fields, Revue d’histoire des mathe´matiques,
17 (2011), p. 211-270.
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majeurs du Traite´. 48
Mais Jordan avait aussi aborde´ la question de la recherche de fonctions per-
mettant la re´solution d’e´quations spe´ciales de degre´ supe´rieur a` cinq. C’e´tait
dans ce cadre qu’avait e´te´ e´nonce´ un autre the´ore`me reconnu comme majeur
par les contemporains : le the´ore`me des 27 droites sur une surface cubique. 49
Jordan avait en effet cherche´ a` ge´ne´raliser le roˆle joue´ par les e´quations modu-
laires des fonctions elliptiques a` l’e´quation de la division des pe´riodes de fonc-
tions hyperelliptiques (ou abe´liennes) a` quatre pe´riodes. Il avait montre´ que le
groupe de cette dernie`re e´quation (de degre´ 80) contient le groupe de l’e´quation
des 27 droites sur une surface cubique, ouvrant ainsi la voie a` des approches
meˆlant alge`bre, analyse et ge´ome´trie dans la ligne´e des travaux de Clebsch et
Gordan. C’e´tait a` l’occasion de l’e´nonce´ de ce the´ore`me que Jordan annonc¸ait
en 1869 la parution prochaine de son Traite´ :
Tous les ge´ome`tres connaissent le fait de l’abaissement des e´quations
modulaires pour les transformations des degre´s 5, 7 et 11, et les im-
portantes conse´quences qu’en a de´duites M. Hermite. MM. Clebsch
et Gordan ont signale´ un abaissement analogue pour les e´quations
des pe´riodes dont de´pend la bissection des fonctions abe´liennes.
Nous venons d’obtenir un re´sultat du meˆme genre pour l’e´quation
qui donne la trisection dans les fonctions a` quatre pe´riodes. [...] La
re´duite Z pre´sente cette particularite´ remarquable d’avoir le meˆme
groupe que l’e´quation X qui de´termine les vingt-sept droites situe´es
sur une surface du troisie`me ordre. [...] Mais cette proposition exi-
geant quelques de´veloppements, nous en re´servons la de´monstration
pour le Traite´ des e´quations alge´briques que nous nous occupons de
publier.
Le the´ore`me des 27 droites jouait en effet un roˆle cle´ dans la troisie`me section
du Traite´, ”Des irrationnelles” (voir a` ce sujet l’annexe 4).
A.3 Les solides re´guliers
Ce type de re´fe´rences te´moigne de lectures du Traite´ en relation avec d’autres
travaux de Jordan : polye`dres, cristallographie, cine´matique, surfaces (y compris
les surfaces de Riemann) ou e´quations diffe´rentielles. Bien que Jordan ait choisi
48. Netto, Sylow, Marie, Kronecker, Krause, No¨ther etc.
49. Cremona, Clebsch, Geiser, Brioschi.
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de ne pas inclure de tels sujets dans son Traite´ de 1870, ces proble`mes e´taient
fortement interconnecte´s a` cette e´poque.
Ces sujets mettent notamment tous en jeu des groupes de substitutions. En
effet la donne´e d’un polye`dre re´gulier de´finit un groupe, le groupe de syme´tries
du solide, pouvant eˆtre envisage´ d’un point de vue cine´matique (mouvements
d’un solide autour d’un axe par exemple) et dont l’e´tude peut non seulement eˆtre
applique´e a` la cristallographie mais aussi a` l’e´tude des syme´tries des surfaces (y
compris des surfaces de Riemann) et, par la`, des e´quations diffe´rentielles. Cette
approche allait notamment eˆtre de´veloppe´e dans les anne´es 1870 par les travaux
de Felix Klein.
Comme pour le pre´ce´dent, ce type de re´fe´rences s’ave`re transversal a` de nom-
breuses rubriques de la classification mathe´matique : ”surfaces”, ”cine´matique”,
”physique mole´culaire”, ”fonctions spe´ciales” etc.
A.4 Groupes line´aires et champs de Galois
Ce type de re´fe´rences se manifeste plus tardivement que les deux pre´ce´dents
et de manie`re plus locale : il implique essentiellement un groupe de mathe´maticiens
franc¸ais et ame´ricains sur la pe´riode 1893-1907.
L’un des auteurs les plus importants de ce groupe, Leonard Dickson de
Chicago, publiait en 1901 l’ouvrage : Linear groups with an exposition of the
Galois field theory, pre´sentant des ge´ne´ralisations syste´matiques de re´sultats
du Traite´.
Dans ce contexte, un type spe´cifique de lecture du Traite´ est a` la base d’une
ve´ritable culture alge´brique commune a` des mathe´maticiens franc¸ais et ame´ricains. 50
50. BRECHENMACHER (Fre´de´ric) Linear groups in Galois fields. A case study of tacit
circulation of explicit knowledge, Oberwolfach Reports, 2012.
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Comme le manifeste l’expression ”Jordan’s linear groups” utilise´e par ces der-
niers, Jordan e´tait cite´ principalement pour un the´ore`me qui faisait de´ja` l’objet
de sa premie`re the`se en 1860 et qui jouait un roˆle structurant pour le traite´ de
1870 : l’origine des groupes line´aires finis.
C’est aussi principalement dans ce contexte que les travaux de Jordan e´taient
cite´s en compagnie de ceux de Galois. Mais la re´fe´rence a` ce dernier ne portait
pas sur ce que nous de´signons aujourd’hui comme ”the´orie de Galois” mais sur
ce qui e´tait alors de´nomme´ les ”imaginaires de Galois”, ”champs de Galois”
ou ”Galois fields”, c’est-a`-dire les corps finis introduits par Galois dans sa note
”Sur la the´orie des nombres” publie´e en 1830.
Comme nous le montrons dans le corps du texte et en annexe 4, les ima-
ginaires de Galois permettent d’indexer les lettres permute´es par des groupes
finis et ainsi de repre´senter les substitutions par une forme analytique. Dans
les travaux de Jordan, cette forme de notation s’accompagnait de proce´dures
spe´cifiques de re´ductions de la repre´sentation analytique des substitutions line´aires.
Dans les anne´es 1870-1880, ces proce´dures avaient circule´ en profondeur dans
des travaux de mathe´maticiens comme Henri Poincare´. Ces derniers ne faisaient
pas pour autant toujours explicitement re´fe´rence aux travaux de Jordan. Pour
cette raison, ce type de re´fe´rence n’avait e´merge´ au grand jour que dans les
anne´es 1890. Il s’agit la` de l’un des principaux he´ritages des travaux de jeunesse
de Jordan.
A.5 Repre´sentations simplifie´es des re´partitions des types
de re´fe´rences a` Jordan
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B Annexe 2.
Nombre des valeurs d’une fonction
et re´solution alge´brique des e´quations
B.1 L’e´quation quadratique
Prenons pour premier exemple le cas de l’e´quation quadratique sur le corps
des nombres rationnels :
x2 − c1x+ c2 = 0
Les coefficients c1 et c2 sont des fonctions syme´triques des racines x1 et x2. Il
s’agit donc de fonctions qui ne prennent qu’une seule valeur par permutations
des racines :
c1 = x1 + x2 ; c2 = x1x2
Toute fonction qui ne prend qu’une seule valeur peut eˆtre exprime´e rationnelle-
ment dans le corps de nombres auxquels appartiennent les coefficients c1 et c2,
c’est a` dire ici sur Q. Au contraire, la fonction
x1 − x2
prend deux valeurs par permutations des racines et n’est donc pas ration-
nellement connue. On peut alors s’inte´resser au groupe des permutations qui
laissent fixe cette fonction. Ce groupe laisse e´galement fixe la racine x1 et, par
conse´quent, x1 et x1 − x2 peuvent eˆtre exprime´e rationnellement l’une par rap-
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port a` l’autre :
x1 =
c1 + x1 − x2
2
Ainsi, si l’on adjoint au corps de nombres initial le nombre x1 − x2, on obtient
e´galement le nombre x1 : au XIXe sie`cle, les fonctions de plusieurs variables, ou
re´solventes, e´taient employe´es pour penser ce que nous envisageons aujourd’hui
en termes de structures alge´briques de corps et d’extensions de corps.
Revenons a` pre´sent a` l’e´quation quadratique. Le discriminant ∆ ci-dessous est
une fonction d’une seule valeur et peut donc eˆtre exprime´ a` l’aide des coefficients
c1 et c2 :
∆ = (x1 − x2)2 = (x1 + x2)2 − 4x1x2 = c21 − 4c2
La fonction
√
∆ est, quant a` elle, une fonction de deux valeurs, tout comme
les racines x1 et x2 elles meˆmes. Ces fonctions peuvent donc eˆtre exprime´es
rationnellement l’une par rapport a` l’autre avec les formules bien connues de
re´solution par radicaux de l’e´quation quadratique.
B.2 L’e´quation de troisie`me degre´
Dans le cas de l’e´quation du troisie`me degre´
x3 − c1x2 + c2x− c3 = 0
la re´solution ne´cessite la de´termination de trois fonctions x1, x2, x3 prenant
trois valeurs par permutations, c’est a` dire finalement d’une fonction prenant
3! = 6 valeurs. Soit a1, a2, a3 trois parame`tres, la fonction ξ = a1x1+a2x2+a3x3
est une telle fonction de 3! = 6 valeurs. Il s’agit la` de ce que l’on a appele´ a` la
suite des travaux d’Enrico Betti une ”re´solvente de Galois”. Si l’on parvient a`
exprimer les racines a` l’aide de radicaux, alors ξ est e´galement exprimable par
radicaux et re´ciproquement.
En un sens, le proble`me de la re´solution alge´brique de l’e´quation consiste a`
passer des trois fonctions d’une valeur c1, c2, c3 a` la fonction de six valeurs ξ.
Comme dans le cas de l’e´quation quadratique, la racine du de´terminant donne
une fonction de deux valeurs a` partir de laquelle toute fonction de deux valeurs
peut eˆtre exprime´e rationnellement. Pour re´soudre le proble`me, il suffit donc de
trouver une fonction des racines dont une certaine puissance prend deux valeurs.
Tel est le cas du cube de ce que l’on appelle la re´solvente de Lagrange :
φ = x1 + ω
2x2 + ωx3
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ou` ω est une racine primitive de l’unite´ (ω3 = 1).
On peut donc exprimer φ rationnellement a` l’aide de
√
∆ :
φ3 =
1
2
(2c31 − 9c1c2 + 27c2 + 3
√
(− 3∆))
et l’on de´duit de l’expression ci-dessus les ce´le`bres formules de Cardan.
B.3 En ge´ne´ral
Re´soudre une e´quation ge´ne´rale de degre´ n implique la conside´ration d’une
fonction re´solvente prenant n! valeurs distinctes. C’est a` partir de la conside´ration
de l’ensemble des substitutions laissant invariantes de telles fonctions et leurs
facteurs polynomiaux que Galois de´finissait ce que l’on appelle aujourd’hui le
groupe de Galois d’une e´quation. 51 Nous avons vu qu’une re´solvente de Ga-
lois est une fonction de n variables prenant n! valeurs distinctes. Elle n’est par
conse´quent invariante que par le groupe trivial re´duit a` la permutation identite´.
A l’oppose´, une fonction syme´trique est invariante par toutes les substitutions
du groupe syme´trique. Adjoindre des racines a` une e´quation comme nous l’avons
fait plus haut avec
√
∆ implique une de´composition de la re´solvente de Galois en
facteurs. A chacun de ces facteurs peut eˆtre associe´ le groupe des substitutions
le laissant invariant.
Par exemple, pour n = 4, la fonction suivante peut eˆtre interpre´te´e comme
exprimant les relations entre les racines d’une e´quation irre´ductible du quatrie`me
degre´ :
φ = x1x2 + x3x4
Cette fonction prend trois valeurs pour toutes les 4! = 24 permutations de Σ(4) :
x1x2 + x3x4, x1x3 + x2x4, x1x4 + x2x3
Le groupe G associe´ a` la fonction φ est compose´ des huit substitutions laissant
φ globalement invariante :
G = I, (x1x2), (x3x4), (x1x2)(x3x4), (x1x3)(x2x4), (x1x4)(x2x3), (x1x3x2x4), (x1x4, x2x3).
51. C’est a` dire, en termes contemporains, laissant stable un corps de racines.
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C Annexe 3.
La repre´sentation analytique des substitutions
C.1 Repre´sentation et indexation
Au cours du XIXe sie`cle, diffe´rentes formes de repre´sentations des substitu-
tions ont e´te´ de´veloppe´es. Citons notamment :
– la repre´sentation en deux lignes (a s’envoie sur d ; b sur c etc.) :
(a, b, c, d, e, ...)(d, c, a, e, b, ...)
– la repre´sentation par produits de transpositions :
(ad)(de)(eb)(bc)(ca)
– la repre´sentation symbolique des ope´rations sur les substitutions :
ghg−1 = k
– la repre´sentation tabulaire, notamment utilise´e par Galois comme l’a ana-
lyse´ Caroline Ehrhardt 52
– la repre´sentation analytique.
Cette dernie`re forme de repre´sentation a joue´ un roˆle important bien qu’elle soit
passe´e inaperc¸ue de nombreux travaux historiques. Elle consiste a` indexer les
lettres par des entiers afin de repre´senter les substitutions par des polynoˆmes.
E´tant donne´ une substitution S sur p lettres a0, a1, ..., ap−1, le proble`me
consiste a` de´terminer une fonction analytique φ telle que S(ai) = aφ(i). La
re´solution peut s’appuyer sur l’utilisation de polynoˆmes d’interpolation de La-
grange. Par exemple, pour p = 5, Hermite a de´montre´ que les formes re´duites
52. EHRHARDT (Caroline), Evariste Galois. La fabrication d’une icoˆne des
mathe´matiques, Paris, E´ditions de l’EHESS, 2011.
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de telles substitutions sont de la forme :
i ; i2 ; i3 + ai.
Dans le cas d’un nombre premier p de lettres, une indexation peut eˆtre ob-
tenue par cyclotomie en conside´rant ces lettres comme des racines pe de l’unite´,
c’est a` dire comme des racines de l’e´quation binoˆme xp = 1 et dont toutes les
p racines sont obtenues par la suite des puissances d’une racine primitive ω de
l’unite´ :
ω0, ω1, ..., ωi, ..., ωp−1
Cette indexation, i = 0, 1, 2, ..., p− 1, correspond donc a` un groupe cyclique
engendre´ par la substitution repre´sente´e analytiquement par (i i+ 1). Mais les
racines peuvent aussi eˆtre re´indexe´es en conside´rant une racine primitive g de
l’e´quation cyclotomique mod.p
xp ≡ 1 mod(p)
afin d’obtenir la suite :
ωg, ωg
2
, ..., ωg
p−1
correspondant au meˆme groupe cyclique mais dont la substitution ge´ne´ratrice
est cette fois repre´sente´e sous la forme analytique (i gi).
Dans ses ce´le`bres Disquitiones arithmeticae de 1801, Gauss avait e´tudie´ la
re´solubilite´ par radicaux des e´quations cyclotomiques, c’est a` dire des e´quations
irre´ductibles de´duites des e´quations binoˆmes : 53
xp − 1
x− 1 = x
p−1 + xp−2 + ...+ x+ 1
A cette occasion, l’ensemble des racines d’une telle e´quation avait e´te´ de´compose´
en ce que Jordan de´signait comme des syste`mes imprimitifs. Cette de´composition
s’appuyait sur des re´indexations des racines en un ordre spe´cifique a` l’aide des
indexations donne´es par une racine primitive de l’unite´ ω et d’une racine primi-
tive g de l’unite´ modulo p, c’est a` dire par les deux formes de repre´sentations
analytiques des cycles.
53. NEUMANN (Olaf), The Disquisitiones Arithmeticae and the Theory of Equations, in
GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert), SCHWERMER (Joaquim) (eds.),
The Shaping of Arithmetics after C. F. Gauss’s Disquisitiones Arithmeticae, Berlin : Springer,
2007, p. 107-128.
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De´taillons un exemple pour p = 19. Dans ce cas, p − 1 = 18 peut se factoriser
en 18 = 3.6. Par conse´quent, les 18 racines cyclotomiques
ω, ω2, ..., ω18
peuvent se re´partir en 6 ”pe´riodes” (pour reprendre le terme de Gauss) de 3
racines et donc en un produit d’e´quations de degre´s 3 et 6. Par exemple, la
pe´riode des 3 racines η1, η2, η3 de l’e´quation
x3 + x2 − 6x− 7 = 0
correspond aux sommes suivantes :
η1 = ω+ω
7+ω8+ω11+ω12+ω18η2 = ω
2+ω3+ω5+ω14+ω16+ω17η3 = ω
4+ω6+ω9+ω10+ω13+ω15
Les exposants de chaque suite de termes implique´s dans ces sommes sont indexe´s
par des puissances successives d ?une racine primitive mod.19. Ici, par exemple,
g = 2 est une racine primitive de l’unite´ mod.19 (car 218 = 262144 = 1 +
19.13797) et les indexations des ηi correspondent aux 3 cycles des 6 puissances
de 23 mod.19 :
(23)0 ≡ 1mod(19)
(23)1 ≡ 8mod(19)
(23)2 ≡ 7mod(19)
(23)3 ≡ 18mod(19)
(23)4 ≡ 11mod(19)
(23)5 ≡ 12mod(19)
Soit, finalement :
1, 7, 8, 11, 12, 18
Les exposants des deux autres suites sont alors obtenus en multipliant cette
suite par g ≡ 2 mod(19) puis g ≡ 22 mod(19).
En ge´ne´ral, pour toute factorisation de p−1 = ef , posons h = ge et conside´rons
l’e´quation de degre´ e dont les racines correspondent aux e pe´riodes de sommes
de f termes :
ηi = ω
i + omegaih + ...+ ωih
f−1
(1 ≤ i ≤ e)
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Cette de´composition des racines en pe´riodes donne une factorisation de
l’e´quation initiale en e facteurs de degre´s f .
Comme l’a analyse´ re´cemment Jenny Boucard, Poinsot avait insiste´, lors d’un
commentaire des travaux de Gauss en 1808, sur le proce´de´ de de´composition
simultane´ en ”groupes” des substitutions et des lettres sur lesquelles agissent
ces substitutions. 54 Il avait aussi a` cette occasion mis en avant les deux formes
de repre´sentation analytique des cycles : dans la me´thode de de´composition
de Gauss, les ”groupes” de racines peuvent eˆtre repre´sente´es ”comme sur un
cercle” de sorte que l’on passe d’une racine a` l’autre en ”avanc¸ant” d’un rang
dans la liste des index i des puissances de la racine primitive ω, c’est a` dire par
l’ope´ration d’addition (i i+ 1) tandis que l’on passe d’un ”groupe” a` l’autre par
”rotation” du cercle sur lui meˆme, c’est a` dire par l’ope´ration de multiplication
(i gi).
Un meˆme type de repre´sentation circulaire avait e´te´ utilise´ par Cauchy
dans ses travaux sur les nombres de valeurs des fonctions publie´s en 1815.
Contrairement a` Poinsot, Cauchy avait cependant pre´fe´re´ d’autres modes de
repre´sentations a` la repre´sentation analytique (notation symbolique, produits
de transpositions, repre´sentations tabulaires). 55 Il avait introduit les termes de
”substitutions arithme´tiques” pour le cas (i i+a) et ”substitutions ge´ome´triques”
pour le cas (i gi). Ces termes avaient e´te´ repris par la grande majorite´ de
pre´sentations de la the´orie des substitutions jusqu’a` la fin du XIXe sie`cle. Les tra-
vaux de Jordan revendiquaient quant a` eux l’he´ritage de Poinsot et de´veloppaient
54. Voir a` ce sujet : BOUCARD (Jenny), Louis Poinsot et la the´orie de l’ordre : un chaˆınon
manquant entre Gauss et Galois ?, Revue d ?histoire des mathe´matiques, 17, fasc. 1 (2011),
p. 41-138. FREI (Gunther), The unpublished section eight : On the way to function fields
over a finite field, in GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert), SCHWERMER
(Joaquim) (eds.), The Shaping of Arithmetics after C. F. Gauss’s Disquisitiones Arithme-
ticae, Berlin : Springer, 2007, p. 159-198. NEUMANN (Olaf), The Disquisitiones Arithmeti-
cae and the Theory of Equations, in GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert),
SCHWERMER (Joaquim) (eds.), op. cit., p. 107-128.
55. Voir DAHAN (Amy), Les travaux de Cauchy sur les substitutions. E´tude de son approche
du concept de groupe, Archive for History of Exact Sciences, vol. 23, 1980, p. 279-319.
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des conside´rations ge´ne´rales sur les groupes imprimitifs sur pn lettres. De´compose´s
sur le mode`le de la me´thode de Gauss, ces groupes engendrait des ”groupes
line´aires” de substitutions de forme analytique (i ai+ b).
C.2 Le crite`re de re´solubilite´ de Galois
La repre´sentation analytique des substitutions ne se limitait en effet pas a`
une simple notation mais s’accompagnait de proce´dures spe´cifiques de de´compositions
sur le mode`le de la me´thode de Gauss. Cette situation est bien illustre´e par le
roˆle cle´ joue´ par cette repre´sentation dans les travaux de Galois.
Rappelons que le the´ore`me qui concluait le ce´le`bre ”Me´moire sur les condi-
tions de re´solubilite´ des e´quations par radicaux” e´nonc¸ait un crite`re de re´solubilite´
d’une classe d’e´quations alge´briques : les e´quations dont toutes la racines sont
fonctions rationnelles de deux d’entre elles.
Cette classe d’e´quations ge´ne´ralisait les e´quations e´tudie´es par Abel, pour
lesquelles toutes les racines sont fonctions d’une seule d’entre elles, e´quations
ge´ne´ralisant elles meˆmes les e´quations cyclotomiques de Gauss pour lesquelles
toutes les racines peuvent eˆtre obtenues comme puissances successives d’une
racine primitive.
De fait, la liste de propositions donne´e par Galois ne s’arreˆtait pas a` l’expose´
ge´ne´ral de la premie`re partie du Me´moire dans laquelle se trouve la ce´le`bre
pre´sentation du proble`me de la re´solubilite´ en termes d’adjonctions de racines et
de´compositions successives de groupes. Au contraire, la partie d’applications du
me´moire visait notamment a` donner un crite`re de re´solubilite´ pour les e´quations
irre´ductibles de degre´ premier.
La repre´sentation analytique des substitutions jouait un roˆle crucial dans
l’e´nonce´ et la de´monstration du the´ore`me de Galois. Ainsi, pour qu’une e´quation
irre´ductible de degre´ premier soit re´soluble par radicaux :
il faut et il suffit que toute fonction invariable par les substitutions
xi, xai+b
soit rationnellement connue.[2, p.431]
Dans le cadre de la the´orie de Galois qui nous est contemporaine, ce the´ore`me
peut s’interpre´ter comme e´nonc¸ant qu’une e´quation irre´ductible de degre´ p est
re´soluble par radicaux si et seulement si son groupe de Galois est un sous groupe
du groupe affine. Mais cette interpre´tation re´trospective ne permet pas de per-
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cevoir le roˆle crucial joue´ par la repre´sentation analytique des substitutions. Ce
roˆle se manifeste au contraire dans la de´monstration de Galois qui consistait a`
rechercher la forme analytique f des substitutions (xi, xf(i)) les plus ge´ne´rales
transformant un cycle (i i+ a) en un cycle, 56 c’est a` dire telle que
f(i+ a) = f(i) +A
Par conse´quent
f(i+ 2a) = f(i) + 2A, ..., f(i+ma) = f(i) +mA
Si a = 1 et i = 0, alors f(i) = ai+ b. Galois de´signait de telles substitutions par
le terme ” substitution line´aire”.
Le crite`re de re´solubilite´ de Galois allait constituer la principale re´fe´rence aux
travaux de ce dernier jusqu’a` la fin du XIXe sie`cle. C’e´tait notamment ce crite`re
qui e´tait mis en avant par Liouville lors de l’e´dition des oeuvres de Galois en
1846. C’e´tait aussi par ce crite`re que se concluaient toutes les pre´sentations des
travaux de Galois dans les traite´s publie´s jusqu’a` la fin du sie`cle, a` l’exception
de ceux de Jordan et Klein.
C.3 Le Fragment de second me´moire
Contrairement a` la majorite´ de ses contemporains, Jordan s’e´tait davantage
inte´resse´ au ”Fragment d’un second me´moire” de Galois qu’au ce´le`bre ”Me´moire
sur la re´solubilite´ des e´quations alge´briques”. 57 Dans ce fragment, Galois avait
tente´ de ge´ne´raliser son the´ore`me aux e´quations irre´ductibles de degre´ pn. Afin
d’indexer des syste`mes de pn lettres, il avait partage´ les lettres du ”groupe”,
c’est a` dire ici de l’ensemble des racines de l’e´quation, 58 en n groupes d’un
56. Il s’agit en termes contemporains de rechercher le plus grand groupe dans lequel un p
groupe abe´lien e´le´mentaire est distingue´. Comme nous le commentons dans le coeur du texte,
il s’agit e´galement de la manie`re dont Jordan introduit le groupe line´aire dans son Traite´ de
1870.
57. Rappelons que si ce texte n’a e´te´ publie´ qu’en 1846, il n’en est probablement pas moins
ante´rieur a` la version finale du premier me´moire en raison des e´pisodes bien connu des pertes
successives des deux premie`res versions soumises par Galois a` l’Acade´mie.
58. Rappelons que chez Galois, le terme ”groupe” pouvait selon les cas de´signer des syste`mes
de substitutions et des blocs de lettres. Cette ambigu¨ıte´ a souvent e´te´ souligne´e par les histo-
riens. Remarquons cependant qu’il s’agit la` de la nature meˆme du concept de groupe tel qu’il
se pre´sente par exemple dans les pe´riodes de Gauss.
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meˆme nombre de lettres p, repre´sente´s sous la forme tabulaire suivante :
a0 a1 a2 ... ap−1
b0 b1 b2 ... bp−1
c0 c1 c2 ... cp−1
.. .. .. .. ..
Cette de´composition permettait une indexation des lettres en n se´ries de p
indices :
La forme ge´ne´rale des lettres sera
a
k, k, k, ... k,
1 2 3 ... µ
k, k, k, .... k,
1 2 3 ... µ
e´tant des indices qui peuvent prendre chacun les
P valeurs 0, 1, 2, 3, ..., P − 1.
L’indexation visait a` introduire une repre´sentation analytique des substitutions
de pn lettres par des fonctions φ, ψ, χ, ...σ des indices : 59.
[...] dans le groupe H, toutes les substitutions seront de la formeak, k, k, ... k,
1 2 3 ... µ
a
φ(k), ψ(k), χ(k), ... σ(k),
1 2 3 ... µ

Comme pour le cas des e´quations de degre´ premier, Galois recherchait alors la
repre´sentation analytique des substitutions ”transformant les cycles en cycles”. 60
Il ne donnait cependant une solution de ce proble`me que pour le cas des e´quations
primitives de degre´ p2 . Dans ce cas, les cycles prennent la formeak, k′,
1 2
a
k + α, k′ + α′
11 22

59. En termes contemporains, les indices forment un corps fini de pn e´le´ments de´fini comme
un espace vectoriel de dimension n sur le corps Fp
60. En termes contemporains, il s’agit de rechercher le groupe maximal dans lequel un
groupe abe´lien e´le´mentaire est un sous groupe distingue´.
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et Galois montrait que la forme analytique des substitutions cherche´es est une
”forme line´aire” : ak, k′,
1 2
a
mk + n, mk′ + n
11 22

Comme nous le de´taillons dans le corps de l’article, Jordan avait pre´sente´ d’une
manie`re semblable l’”origine du groupe line´aire” sur pn lettres dans son Traite´
de 1870.
C.4 Les imaginaires de Galois
La repre´sentation analytique des substitutions e´tait e´galement lie´e a` l’intro-
duction par Galois des ”imaginaires de la the´orie des nombres” dans une note,
publie´e dans le Bulletin de Fe´russac en juillet 1830, et pre´sente´e comme un
lemme pour l’e´tude des substitutions primitives. 61
Nous avons vu que dans le cas de substitutions permutant un nombre pre-
mier de lettres, la suite d’indices 0, 1, 2, ..., p − 1 peut eˆtre re´indexe´e par la
suite 1, g, g2, ..., gp−1 ou g est une racine primitive de l’e´quation xp ≡ 1mod(p).
Nous avons vu e´galement que de telles re´indexations permettent de passer d’une
forme d’action des cycles a` une autre, c’est a` dire de la repre´sentation analy-
tique (i i + 1) a` (i gi). Dans sa ”Note sur la the´orie des nombres”, Galois
avait ge´ne´ralise´ ce mode d’indexation au cas de pn lettres. Il conside´rait les pn
expressions alge´briques
aj
n−1
+ bj
n−2
+ ...+ 1
forme´es avec une racine imaginaire j d’une e´quation irre´ductible de degre´ n
modulo p,
f(x) ≡ 0 mod(p)
et montrait que des telles expressions peuvent eˆtre conside´re´es comme les pn
racines de l’e´quation
xp
n ≡ x mod(p)
Un syste`me de pn indices peut eˆtre ainsi re´indexe´ 62 par analogie avec l’indexa-
tion cyclotomique de p lettres par la suite des puissances d’une racine primitive
61. Avant Galois, les e´quations de congruences et corps finis avaient e´te´ conside´re´ par Gauss
ainsi que par Poinsot. Voir Frei, 2007, op. cit et Boucard, 2011, op. cit.
62. En termes contemporains, un corps fini de pn e´le´ments de´finit a` la fois un groupe additif,
ou un espace vectoriel de dimension n sur Fp, et un groupe cyclique de pn−1 e´le´ments, son
groupe multiplicatif.
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j de la congruence ci-dessus.
La conclusion de la note est consacre´e a` l’utilisation d’une telle indexation pour
les racines d’une e´quation primitive de degre´ pn. Une repre´sentation analytique
des substitutions sur pn lettres est ainsi obtenue par le recours a` un seul pa-
rame`tre j, a` la diffe´rence des suites d’indices employe´es dans le fragment de
second me´moire.
Galois en de´duisait un crite`re de re´solubilite´ des e´quations primitives de
degre´ pn que Jordan allait plus tard contredire, a` savoir que de telles e´quations
sont re´solubles si et seulement si leurs substitutions prennent une forme line´aire.
Il n’avait cependant pas donne´ de de´monstration de son e´nonce´ et s’e´tait contente´
d’indiquer que celui-ci de´coulait de la de´composition de la forme line´aire des
substitutions
(j(aj + b)p
r
)
en un produit
a′(i+ b′)p
r
sur le mode`le de la de´monstration du crite`re de re´solubilite´ des e´quations de
degre´ p : ”les personnes habitue´es a` la the´orie des e´quations le verront sans
peine”.[2, p.435]
C.5 Principes ge´ne´raux et applications
Il est bien connu que Galois avait distingue´ entre les principes ge´ne´raux qu’il
avait expose´ dans son Me´moire et leurs applications aux e´quations de degre´
premier, aux e´quations primitives de degre´ pn et aux e´quations modulaires.
Durant le XXe sie`cle, les commentaires sur Galois se sont souvent focalise´s
sur ces principes ge´ne´raux dans le cadre de queˆtes d’origines de la the´orie de
Galois et de la the´orie des groupes. Il faut cependant eˆtre attentif au roˆle de
mode`le joue´ par les ”applications”. La de´composition de la forme analytique
des substitutions line´aires donne en particulier un mode`le aux principes plus
ge´ne´raux de de´compositions des groupes. Ce roˆle de mode`le se manifeste aussi
dans le Traite´ de Jordan en 1870 comme nous le de´crivons dans le corps du
texte.
Dans sa ce´le`bre lettre a` Chevalier, Galois lui meˆme soulignait le roˆle de
mode`le joue´ par la ”me´thode de de´composition de M. Gauss” pour un premier
type de de´composition des groupes. De´ja` dans sa premie`re note sur la question
de la re´solubilite´ des e´quations - parue en avril 1830 dans le Bulletin de Ferrusac
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- Galois avait introduit une distinction entre e´quations primitives et non pri-
mitives 63 appele´es e´galement ”e´quations de M. Gauss”. Dans le ”Fragment de
second me´moire”, le proble`me des e´quations re´solubles de degre´ compose´ e´tait
pre´cise´ment re´duit par la ”me´thode de de´composition de M. Gauss” a` celui des
e´quations re´solubles primitives de degre´ pn.
Au contraire, l’e´tude des cas de re´duction de degre´ des e´quations modulaires,
associe´es a` la forme analytique homographique ai+bci+d (ad − bc 6= 0), avait servi
de mode`le a` un autre mode de de´composition des groupes et avait par la` mis
en e´vidence la spe´cificite´ du mode pre´ce´dent que Galois avait alors de´nomme´
”de´composition propre”. 64
Nous avons vu que cette de´composition propre e´tait indissociable de celle de
la forme analytique line´aire (i ai+b) en deux formes d’actions des cycles (i i+1)
et (i gi). C’e´tait encore sur ce mode`le que Galois avait e´tendu son crite`re de
re´solubilite´ aux e´quations re´solubles primitives de degre pn en e´nonc¸ant que ces
dernie`res devaient eˆtre associe´es a` la forme line´aire :
xk,l,m...|xak+bl+cm+...+h,a′k+b′k+c′m+...+h′,a′′k+...
La re´futation de cet e´nonce´ allait constituer le point de de´part de la relation
e´tablie par Jordan a` Galois en 1860.
C.6 La repre´sentation analytique des substitutions et les
re´ceptions des travaux de Galois
Les trois formes de repre´sentations analytiques des substitutions utilise´es
par Galois permettent e´galement de suivre diffe´rentes formes de re´ceptions des
travaux de ce dernier. En effet, a` l’exception des commentaires syste´matiques
d’Enrico Betti au de´but des anne´es 1850 et de ceux de Camille Jordan a` la
fin des anne´es 1860, les re´fe´rences a` Galois ont le plus souvent vise´ une partie
pre´cise des travaux de ce dernier.
– La forme (i ai+ b)
Comme nous l’avons vu, les substitutions line´aires a` une variable e´taient
associe´es au the´ore`me concluant le Me´moire de Galois et donnant un
crite`re de re´solubilite´ des e´quations irre´ductibles de degre´ premier. Ce
63. Une e´quation non primitive de degre´ mn est une e´quation qui peut eˆtre de´compose´e en
m facteurs de degre´s n par le moyen d’une seule e´quation de m
64. Le premier cas correspond en termes contemporains a` une de´composition en sous groupes
distingue´s tandis que le second s’appuie sur des sous groupes non distingue´s.
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the´ore`me avait constitue´ la principale forme de re´fe´rence aux accomplis-
sements de Galois jusqu’a` la fin du XIXe sie`cle, c’est a` dire pendant la
pe´riode se´parant la mise en lumie`re de ce the´ore`me par Liouville lors de
la premie`re e´dition des oeuvres de Galois et sa disparition comple`te de la
nouvelle pre´face re´dige´e par Picard en 1897.
Le the´ore`me de re´solubilite´ de que l’on a appele´ plus tard les ”e´quations de
Galois” concluait ainsi la grande majorite´ des pre´sentations de la the´orie
de Galois des e´quations alge´briques a` l’exception de celles de Jordan et de
Klein qui n’y faisaient pas meˆme mention. 65
– La forme (i ai+bci+d )
Contrairement aux traite´s, les articles faisant re´fe´rences aux travaux de
Galois mentionnent rarement le crite`re de re´solubilite´ et bien plus souvent
l’e´nonce´ de Galois relatifs a` la re´duction du degre´ des e´quations modu-
laires d’ordre 5, 7 et 11. L’inte´reˆt d’Hermite, Betti et Kronecker pour cet
e´nonce´ se manifeste de`s le de´but des anne´es 1850 et s’affirme a` la fin de la
de´cennie avec l’utilisation de l’e´quation modulaire d’ordre 5 pour donner
une expression analytique des racines de l’e´quation ge´ne´rale du cinquie`me
degre´ a` l’aide des fonctions elliptiques.
Dans la seconde moitie´ du XIXe sie`cle, la re´fe´rence aux travaux de ”Galois-
Betti-Hermite” sur l’e´quation modulaire devient l’une des principales formes
de re´fe´rences aux travaux de Galois. Elle intervient notamment de manie`re
cruciale dans le Traite´ de Jordan en 1870 (annexe 4).
– La forme line´aire ge´ne´rale
(k, l,m...; ak + bl + cm+ ...+ h, a′k + b′k + c′m+ ...+ h′, a′′k + ...)
Les re´fe´rences aux travaux de Galois sur les e´quations de degre´ compose´
sont nettement plus rares que les pre´ce´dentes et s’accompagnent d’usages
de la repre´sentation analytique des substitutions de pn variables ainsi que
des imaginaires de Galois.
Apre`s Betti en 1851, on trouve une telle re´fe´rence dans deux courtes notes
publie´es en 1856 par Alexandre Alle´gret. Ces notes visaient a` ge´ne´raliser le
crite`re de Galois aux e´quations de degre´ compose´, proble´matique que l’au-
teur avait relie´ aux travaux re´cents de Kronecker, Betti et Pierre-Laurent
Wantzel. Alle´gret avait par conse´quent e´te´ l’un des rares pre´de´cesseurs de
65. Ainsi en est-il des traite´s de Serret (1866), Netto (1882), Bolza (1891), Borel et Drach
(1895), Vogt (1895), Weber (1895), Picard (1897), Pierpont (1900).
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Jordan a` mettre en avant les ”groupes de substitutions line´aires de´finis par
Galois” en relation avec les congruences et les e´quations cyclotomiques.
La re´fe´rence par Jordan a` partir de 1861 a` cette partie des travaux de
Galois se pre´sente donc comme une spe´cificite´ forte des travaux de ce
dernier. Son approche ge´ne´rale sur les groupes line´aires de n variables
n’allait d’ailleurs pas eˆtre reprise par la suite dans les pre´sentations de la
the´orie des substitutions publie´es jusqu’a` la fin du sie`cle. 66 Comme nous
l’e´voquons dans le corps du texte, cette approche allait en re´alite´ circu-
ler dans un premier temps dans d’autres domaines comme les e´quations
diffe´rentielles line´aires.
D Annexe 4.
Sur le livre III Des irrationnelles
du Traite´ de Jordan
A partir de 1867, Jordan avait progressivement re´organise´ ses travaux dans
un nouveau cadre, centre´ non plus sur les relations transversales de la the´orie
de l’ordre mais sur un objet : le groupe de substitutions.
C’e´tait dans ce nouveau cadre que se situait la pre´sentation des principes
ge´ne´raux de Galois donne´e au Livre III consacre´ aux irrationnelles. Cette ap-
proche se plac¸ait dans un he´ritage diffe´rent de celui de la the´orie de l’ordre
qui consistait en une interpre´tation des ”principes de Galois” en relation avec
l’e´tude ”irrationnelles” de´finies par des types d’e´quations alge´briques ge´ne´rales
non re´solubles par radicaux (Hermite, Betti, Kronecker, Serret etc.).
Contrairement a` ce qui e´tait devenu au XXe sie`cle un lieu commun de l’his-
toriographie de l’alge`bre, et a` l’exception du domaine de l’enseignement de
l’Alge`bre supe´rieure, les travaux de Galois ont pendant longtemps e´te´ envisage´s
dans des cadres diffe´rents de ceux de la the´orie des e´quations ou de la the´orie
des substitutions. Le proble`me de la ”classification et la transformation” des
”irrationnelles” impliquait notamment les fonctions elliptiques et abe´liennes et
par conse´quent l’analyse complexe. Il meˆlait ainsi alge`bre, arithme´tique et ana-
lyse comme l’illustrent les re´solutions par Hermite et Kronecker de l’e´quation
ge´ne´rale du cinquie`me degre´ par l’e´quation modulaire d’ordre 5 des fonctions
elliptiques. L’impossibilite´ d’exprimer par des fonctions alge´briques les racines
66. Voir notamment les pre´sentations de Netto (1882), Klein (1884), Klein and Fricke (1890),
Bolza (1891), Borel et Drach (1895), Weber (1895), Picard (1897), Pierpont (1900).
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des e´quations de degre´ supe´rieur ou e´gal a` 5 posait en effet la question de
la de´termination des fonctions analytiques les plus ge´ne´rales permettant l’ex-
pression de telles racines pour des types d’e´quations caracte´risant des ”ordres
d’irrationalite´s”.
Pour Jordan, l’invariance de la chaˆıne de quotients successifs de la de´composition
des groupes par le the´ore`me dit de Jordan-Ho¨lder caracte´risait l’”ordre d’irra-
tionalite´” d’une e´quation alge´brique. Le Livre III s’appuyait alors a` la fois sur
l’approche d’Hermite meˆlant analyse, alge´brique et arithme´tique 67 et sur l’ap-
proche ge´ome´trique de Clebsch sur la the´orie des invariants et les fonctions
abe´liennes.
Le re´sultat cle´ du Livre III mettait en relation la re´duction du degre´ de
l’e´quation (de degre´ 80) de la trisection des pe´riodes des fonctions abe´liennes a`
quatre pe´riodes et le groupe de l’e´quation des 27 droites sur une surface cubique.
Cet e´nonce´ jouait un roˆle important pour le´gitimer l’approche de Jordan. Pour
ce dernier, le re´sultat sur les 27 droites te´moignait en effet de ce que les groupes
de substitutions des e´quations spe´ciales de la ge´ome´trie 68 permettent ”l’e´tude
des proprie´te´s cache´es de l’e´quation conside´re´e”.[11, p.656]
Tous les ge´ome`tres connaissent le fait de l’abaissement des e´quations
modulaires pour les transformations des degre´s 5, 7 et 11, et les im-
portantes conse´quences qu’en a de´duites M. Hermite. MM. Clebsch
et Gordan ont signale´ un abaissement analogue pour les e´quations
des pe´riodes dont de´pend la bissection des fonctions abe´liennes.
Nous venons d’obtenir un re´sultat du meˆme genre pour l’e´quation
qui donne la trisection dans les fonctions a` quatre pe´riodes. [...] La
re´duite Z pre´sente cette particularite´ remarquable d’avoir le meˆme
groupe que l’e´quation X qui de´termine les vingt-sept droites situe´es
sur une surface du troisie`me ordre. [...] Mais cette proposition exi-
geant quelques de´veloppements, nous en re´servons la de´monstration
pour le Traite´ des e´quations alge´briques que nous nous occupons de
publier.[12]
67. GOLDSTEIN (Catherine), SCHAPPACHER (Norbert), SCHWERMER (Joaquim)
(eds.), The Shaping of Arithmetics after C. F. Gauss ?s Disquisitiones Arithmeticae, Ber-
lin : Springer, 2007.
68. Ces groupes n’e´taient cependant pas introduits comme des groupes de Galois mais par
l’invariance de formes alge´briques. Le groupe symplectique Sp2n(p) e´tait ainsi introduit par
Jordan en 1869 comme laissant invariant une forme biline´aire alterne´e non de´ge´ne´re´e. La
notion d’”adjonction” de racine alge´brique associe´e a` Galois e´tait quant a` elle utilise´e pour
relier les groupes les uns aux autres. Par exemple, par ”adjonctions” successives de racines, le
groupe des 28 doubles tangentes d’une surface quartique se re´duit aux groupes des 27 droites
sur une cubique et des 16 droites sur une quartique.
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Jordan avait mene´ la re´duction de l’e´quation des 27 droites sur le mode`le de la
re´duction du degre´ des e´quations modulaires des fonctions elliptiques d’ordre 5.
Comme l’avait e´nonce´ Galois, et comme l’avait de´montre´ Hermite a` la suite de
travaux de Betti, l’e´quation modulaire d’ordre 5 peut eˆtre ”re´duite” du degre´
6 au degre´ 5. Une telle re´duction 69 est possible pour les e´quations modulaires
d’ordres p = 5, 7, 11.
Une telle e´quation dont le groupe de Galois est plus petit que le groupe
syme´trique avait e´te´ de´nomme´e ”e´quation affecte´e” par Kronecker. La notion
d’”affect” d’une e´quation avait e´te´ envisage´e par ce dernier et par Hermite
comme traduisant une proprie´te´ relative a` l’ordre d’irrationalite´ de la quantite´
introduite par l’e´quation conside´re´e. Cette notion visait initialement surtout les
e´quations de degre´ 7. En effet, alors que l’e´quation ge´ne´rale de degre´ 5 peut eˆtre
re´solue par les fonctions elliptiques, des expressions analytiques de solutions
d’e´quations de degre´ 7 ne pouvaient eˆtre obtenues que pour des cas d’e´quations
affecte´es. L’un des principaux the´ore`mes du livre III de Jordan e´nonc¸ait l’impos-
sibilite´ de re´soudre par les fonctions elliptiques les e´quations ge´ne´rales de degre´
strictement supe´rieur a` 5 et la ne´cessite´ de recourir a` des fonctions abe´liennes
de plusieurs pe´riodes.
Par sa re´fe´rence aux travaux de Galois, Jordan visait en partie a` le´gitimer
une approche qui, contrairement aux travaux d’Hermite, ne donnait pas plus de
solution explicite au proble`me du nombre des valeurs des fonctions que d’expres-
sion analytique des racines d’une e´quation. Au contraire, Jordan revendiquait
une approche ”ge´ne´rale” de ces deux proble`mes en conside´rant des substitutions
de n variables et en e´tablissant des relations entre des classes de groupes (tran-
sitifs, primitifs, line´aires...). Ainsi, lors de son premier commentaire sur Galois
dans le supple´ment de sa the`se, Jordan le´gitimait son premier the´ore`me sur la
de´composition des groupes primitifs en groupes line´aires sur pn lettres par son
application aux e´quations alge´briques :
Il re´sulte de ce the´ore`me que l’e´tude ge´ne´rale des e´quations et celle
des syste`mes de substitutions ne constituent au fond qu’un seul
et meˆme proble`me. Si les de´finitions et les the´ore`mes donne´s dans
ce Me´moire entrent bien dans le vif de la question, si les distinc-
tions que j’y ai faites sont vraiment fondamentales, elles doivent
69. En termes actuels, elle consiste a` de´terminer un sous groupe non distingue´ d’index p de
PSl2(p) (qui est simple pour p > 3). Le groupe de Galois de l’e´quation modulaire re´duite au
degre´ 5 est PSl2(5), il est donc isomorphe au groupe alterne´ A5 et peut eˆtre envisage´ comme
obtenu par une re´duction du groupe syme´trique Σ(5) par l’”adjonction” du discriminant de
l’e´quation ge´ne´rale du cinquie`me degre´.
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repre´senter quelque proprie´te´ essentielle de l’e´quation correspon-
dante au syste`me conside´re´ .[14, p.187]
L’approche de Jordan avait e´te´ se´ve`rement critique´e par Kronecker comme une
approche formelle proce´dant d’une fausse ge´ne´ralite´. Pour ce dernier, Jordan
avait donne´ abusivement a` une me´thode, l’usage de substitutions, le statut d’un
objet d’e´tude. 70
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